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1 系综理论基础

1.1 各态历经与系综平均

在经典力学中，系统的演化遵从哈密顿正则方程

q̇i =
∂H
∂ pi

, ṗi = −∂H
∂ qi

, i = 1,2, · · · , 3N (1)

在平衡态统计物理中，系统一般不随时间变化，因此在这里我们只考虑不显含时间的哈密顿量，

此时哈密顿量是一个守恒量：

H (q,p) = E (2)

其中 E 称为系统的总能量。式（2）在 6N 维的相空间中确定了一个 6N −1维的超平面（称为该

系统的“能量曲面”）。如果系统的能量严格守恒，系统的相轨道将始终处于能量曲面上，并且不

会相交1。如果系统的能量不是严格守恒，而是处于 E 到 E +∆E 之间，则相轨道也将处于下式

确定的能壳之内

E ≤H (q,p)≤ E +∆E (3)

对于一个大量粒子组成的、达到平衡的宏观系统，我们测量其某个物理量时，往往会持续一

段时间 τ。这里的 τ是一个宏观短而微观长的时间间隔，即在此期间，待测的宏观物理量没有出

现任何可观测的变化，但是系统的微观状态已经在相空间中发生了明显的改变。麦克斯韦和玻

尔兹曼认为：该宏观物理量的测量值是其对应的微观量（假设为 B(q,p)）在这一段时间内的平

均值，即

B̄(t0) =
1
τ

∫ t0+τ

t0

dt B(q(t),p(t)) (4)

为了数学上的方便，一般取 τ→∞，但即便如此，上式也没有太大的实际操作的可能，因为我
们一般无法得到一个微观系统的相轨道的表达式。为了进一步得到系统的宏观统计性质，玻尔

兹曼引入了各态历经假设（ergodic hypothesis）：

在足够长的时间内，代表系统的点在系统的能量曲面上各个区域停留的时间相同。

如果各态历经假设是成立的，那么我们就可以定义系统代表点在能量曲面上各点出现的概

率密度 ρ(q,p, t)，ρ(q,p, t)dqdp 表示在 t 时刻系统出现在相空间中点 (q,p) 附近的相体积元

dqdp内的概率。因此宏观物理量可以表示为对应的微观量在相空间中的加权平均：

B̄(t0) =

∫
dqdp ρ(q,p, t)B(q,p) (5)

上式被称为系综平均值。所谓“系综”，正是引入遍历假设后一种新的考察系统的视角。我们在

考虑“系统在相空间中出现的概率”时，这里的概率实际上是（依据大数定律）从大量系统样本

1这是因为正则方程是一个常微分方程，并且这个方程（在大部分情况下）有足够良好的性质（连续，且满足 Lipschitz

条件）。根据常微分方程的解的唯一性定理，可以断言其在相空间中的每一个点都有且仅有一个解，因此相轨道不会

相交。事实上，在某些情况下可以构造出不满足 Lipschitz条件的奇异的哈密顿量，其相空间的轨迹会出现交叉，比

如：Norton’s dome and its equation。

https://physics.stackexchange.com/questions/39632/nortons-dome-and-its-equation
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中进行取样得到的。这就意味着，我们考察的对象从一个系统转变为大量具有相同宏观性质的
系统的集合，或者说是系统在不同时刻代表点的集合2，这种集合就称为“系综”。上式被作为现

代统计物理的出发点，而统计物理的主要任务就是确定各种系综的概率分布 ρ(q,p, t)的具体形
式。

1.2 常见系综及其热力学公式

1.2.1 刘维尔定理 *

刘维尔定理说的是：对于不受外界作用干扰的保守系，系综的概率密度在运动中保持不变，

即
dρ
dt
= 0 (6)

等价的说法是：系综在相空间中的代表点的运动表现得像不可压缩流体。

Proof. 考虑相空间中一个系统代表点 (q,p) 附近的相体积元 dΓ =
∏

i d3qid
3pi 在点 (q,p) 移动

到 (q′,p′)时的变化。首先写出 q′、p′ 与 q、p之间的联系

q′i = q+ q̇δt +O(δt2) (7)

p′i = p+ ṗδt +O(δt2) (8)

因此可以写出

dq′i = dq+ d(q̇δt) +O(δt2) = dq+
∂ q̇
∂ q

dqδt +O(δt2) (9)

dp′i = dp+ d(ṗδt) +O(δt2) = dp+
∂ ṗ
∂ p

dpδt +O(δt2) (10)

其中已利用（q同理）

d(ṗδt) = δtd(ṗ) + ṗd(δt) = δt
∂ ṗ
∂ p

dp+ 0=
∂ ṗ
∂ p

dpδt (11)

移动后的相体积元

dΓ ′ =
∏

i

d3q′id3p′i

=
∏

i

d3qid
3pi +

∑
i

�
∂ q̇i

∂ qi
dqidpi +

∂ ṗi

∂ pi
dpidqi

�
δt +O(δt2)

= dΓ +
∑

i

�
∂

∂ qi

∂ H
∂ pi
− ∂
∂ pi

∂ H
∂ qi

�
dqidpiδt +O(δt2)

= dΓ

(12)

考虑到对于一个确定的宏观状态，某一个微观状态出现的概率也是确定的。3因此

ρdΓ = Const (13)

2只要遍历假设成立，经过足够长的时间后，系统在不同时刻的代表点就会包含所有的可能性
3出现的概率是确定的，但不一定是相等的：一个确定的宏观状态对应许多不同的微观状态，这些微观状态以一定

的概率出现，虽然不能根据宏观状态指明出现的是哪一个微观状态，但是各个微观状态出现的概率是已经确定了的。
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点 (q,p)移动到 (q′,p′)时，相体积元 dΓ = dΓ ′，因此也要求 ρ = ρ′，即

ρ(q′,p′, t +δt) = ρ(q,p, t) 或
dρ
dt
= 0 (14)

1.2.2 微正则系综

考虑处于平衡态下的孤立系，刘维尔定理说明了系综的概率密度 ρ 在运动中保持不变，同

时，考虑到在平衡态下任何物理量都不随时间变化，因而有

∂ ρ

∂ t
= 0 (15)

我们称满足上式的系综为定态系综，定态系综可以用于描述处于平衡态下的系统。

结合刘维尔定理可知，相空间中任意一条相轨道上 ρ 都是一个常数。但是，由于各态历经

假说并不成立，不能保证系统可以沿着一条相轨道跑遍能量曲面的每一个点，因此不足以完全

确定 ρ。为此，玻尔兹曼提出了等概率原理：

对于处在平衡状态的孤立系统，系统各个可能的微观状态出现的概率是相等的。

这是统计力学的基本假设。有了这条假设，系综概率密度就可以确定为

ρ =
1

Ω(N , E, V )
(16)

其中，Ω(N , E, V )是该孤立系对应的微观状态数，由于孤立系的总能量 E、体积 V、总粒子数 N

是确定的，我们将微观状态数写为关于 E、V、N 的函数。以式 (16)为概率密度的系综就称为微

正则系综。微正则系综中包含着统计力学的基本假设等概率原理，全部平衡态统计理论都是基
于这唯一的基本假设，其他常用的系综都可以根据微正则系综推导出来。

为了方便，我们定义系统的熵为

S = kB logΩ(N , E, V ) (17)

这其实就是所谓的玻尔兹曼关系。

应用：单原子分子理想气体 考虑单原子分子理想气体，当 H < E 时，微观状态数

Σ(E) =
1

h3N

∫
dqdp=

�
V
h3

�N

Ω3N (R) (18)

其中

Ω3N (R) =

∫
x2

1+x2
2+···x2

3N<R2

dx1dx2 · · ·dx3N = C3N R3N (19)

其中

C3N =
π3N/2

Γ (3N/2+ 1)
(20)

注意到

Σ(E) = C3N

�
V
h3
(2mE)3/2

�N

(21)
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以及在 N →∞时有
ln Cn =

n
2

lnπ− n
2

ln
n
2
+

n
2

(22)

可得
S(E) = kB lnΣ(E)

= kB

�
ln C3N + N ln

V
h3
+

3
2

N ln (2mE)
�

= NkB ln

�
V
�

4πm
3h2

E
N

�3/2
�

3
2

NkB (N →∞)
(23)

利用热力学关系
1
T
=
∂ S
∂ E
=
�

2
3

E
NkB

�−1

(24)

可得

T =
2
3

E
NkB
⇒ E =

3
2

NkBT (25)

与经典的能均分定理符合。

状态方程

ρ = −
�
∂ E
∂ V

�
S
=

2
3

E
V
=

NkBT
V

(26)

其中

E =

�
3

4π
h2

m

�
N

V 2/3
exp

�
2
3

S
NkB
− 1

�
(27)

总结 微正则系综的特性函数是熵 S，给定系统的 (E, N , V )，首先求解系统的的微观态数目 Ω从

而求得熵，然后利用如下热力学关系求解其它热力学性质�
∂ S
∂ E

�
N ,V
=

1
T

�
∂ S
∂ V

�
E,N
=

p
T

�
∂ S
∂ N

�
E,V
= −µ

T
(28)

1.2.3 正则系综

微正则系综描述的是处于平衡态的孤立系统，正则系综描述的则是与大热源接触达到平衡
的系统，这类系统的体积和粒子数仍保持固定，系统可以与大热源发生能量交换，大热源提供了
确定的温度，因此正则系综相当于 (T, V, N)一定。

将我们研究的系统记为“1”，大热源记为“2”，复合系统“1+2”是一个处于平衡态的孤立

系统. 同时假设系统“1”与大热源之间的相互作用能 E12很小，可以忽略，因此复合系统的总能

量可以写成两部分能量之和

E = E1 + E2 = Const (29)

将复合系统的微观态数记为 Ω(E)，考虑当系统“1”取某个特定的微观态 s 时，大热源“2”仍

可以取多种可能的微观态，记为 Ω2(E2) = Ω2(E − E1)。复合系统“1+2”是一个孤立系统，在平

衡状态下，它的每一个可能的微观状态出现的概率是相等的，因此系统“1”处于 s 态的概率只

正比于 Ω2(E − E1)，即

Ps∝ Ω2(E − E1) (30)

为了进一步确定 Ps 对 E1的依赖关系，我们首先需要明确一点：Ω2(E− E1)不能直接做级数展开，

而是应当先取对数再展开。
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Explain. 可以证明，Ω2(E − E1)∼ (E − E1)M，并且 M ∼ O(N)，如果直接展开：

(E − E1)
M = EM

�
1− E1

E

�M

= EM

�
1−M

E1

E
+

M(M − 1)
2!

�
E1

E

�2

+ · · ·
� (31)

虽然 E1
E � 1，但是 M E1

E ∼ O(1)，因此不能直接展开。如果先取对数再展开
(E − E1)

M = exp [ln(E − E1)]

= exp
�

M ln E
�

1− E1

E

��
= exp

�
M

�
ln E − E1

E
− 1

2

�
E1

E

�2

+ · · ·
�� (32)

就不会出现 Eq.(31)中的问题，可以放心略去高次项。

将 Eq.(30)先取对数后展开为

Ps∝ Ω2(E − E1) = exp lnΩ2(E − E1)

≈ exp
�

lnΩ2(E)− ∂ lnΩ2(E)
∂ E

E1

�
= Ω2(E)e

−βE1

(33)

其中已令

β ≡ ∂ lnΩ2(E)
∂ E

(34)

将 Eq.(33)归一化，可得

Ps =
e−βEs

Z
=

e−βEs∑
s e−βEs

(35)

其中，Z ≡∑s e−βEs 称为正则系综的配分函数。

热力学公式

F = −kBT log Z

U = − ∂
∂ β

log Z

Y = − 1
β

∂

∂ y
log Z

S = kB

�
log Z − β ∂ log Z

∂ β

�
(36)

1.2.4 巨正则系综

巨正则系综描述的是与大热源大粒子源接触达到平衡的系统。这类系统的体积保持固定，系
统可以与大热源大粒子源交换能量和粒子，同时大热源大粒子源提供了确定的温度和化学势，因

此巨正则系综相当于 (T, V,µ)一定。
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我们仿照正则系综进行处理，复合系统是一个处于平衡态的孤立系，因此有

E = E1 + E2 = Const (37)

N = N1 + N2 = Const (38)

系统“1”处于微观态 s的概率

Ps∝ Ω2(N − N1, E − E1) (39)

同样先取对数再进行展开，有

Ps∝ Ω2(N − N1, E − E1)

∝ exp
�

lnΩ2(N , E)− ∂ lnΩ2(N , E)
∂ N

N1 − ∂ lnΩ2(N , E)
∂ E

E1

�
∝ Ω2(E)e

−αN1−βE1

(40)

其中，β 仍由 Eq.(34)定义，并且已令

α≡ ∂ lnΩ2(N , E)
∂ N

(41)

将 Eq.(40)归一化后可得

Ps =
e−αN1−βE1

Ξ
=

e−αN1−βE1∑∞
N=0

∑
s e−αN1−βE1

(42)

其中，Ξ ≡∑∞N=0

∑
s e−αN1−βE1 称为巨正则系综的配分函数

热力学公式

J = −kBT logΞ

N = − ∂
∂ α

logΞ

U = − ∂
∂ β

logΞ

Y = − 1
β

∂

∂ y
logΞ

S = kB

�
log X i −α∂ logΞ

∂ α
− β ∂ log Z

∂ β

�
(43)

1.3 涨落理论

微正则系综的能量与粒子数完全确定，因而不存在涨落。正则系综可以与外界进行能量交

换，能量存在涨落，巨正则系综可以与外界进行能量和粒子数交换，能量和粒子数都存在涨落。

我们用方差来衡量涨落的大小。
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正则系综的能量涨落 

(E − 〈E〉)2�= 
E2

�− 〈E〉2 (44)

其中 

E2
�
=
∑

s

E2
s Ps =

1
Z

∑
s

E2
s e−βEs =

1
Z
∂ 2Z
∂ β2

=
1
Z
∂

∂ β
Z

1
Z
∂ Z
∂ β
=

1
Z
∂

∂ β
Z
∂ log Z
∂ β

=
�
∂ log Z
∂ β

�2

+
∂ 2 log Z
∂ β2

= 〈E〉2 − ∂ 〈E〉
∂ β

(45)

因此 

(E − 〈E〉)2�= −∂ 〈E〉

∂ β
= T2kB

∂ 〈E〉
∂ T

= T2kBCV (46)

由于等容热容 CV 是广延量，有 CV ∝ N，因此正则系综能量的相对涨落q

(E − 〈E〉)2�
〈E〉 ∝ 1p

N
(47)

巨正则系综的能量涨落 （显然，）巨正则系综的能量涨落与正则系综具有相同的形式。

巨正则系综的粒子数涨落 

(N − 〈N〉)2�= 
N2

�− 〈N〉2 (48)

仿照之前的计算，有 

N2
�
= 〈N〉2 − ∂ 〈N〉

∂ α
= 〈N〉2 + kBT

∂ 〈N〉
∂ µ

(49)

注意到

dµ= vdp− sdT =⇒
�
∂ µ

∂ v

�
T
= v

�
∂ p
∂ v

�
T

(50)

将 v = V/ 〈N〉代入上式，有 ∂ µ

∂
�

V
〈N〉
�


T,V

=
V
〈N〉

 ∂ p

∂
�

V
〈N〉
�


T,V

=⇒ −〈N〉
2

V

�
∂ µ

∂ 〈N〉
�

T,V
= V

�
∂ p
∂ V

�
T,V

(51)

即
∂ 〈N〉
∂ µ

= −〈N〉
2

V 2

∂ V
∂ p

(52)

因此 

(N − 〈N〉)2�= kBT

∂ 〈N〉
∂ µ

= −kBT 〈N〉2
V 2

∂ V
∂ p
= −kBT 〈N〉2

V
κT (53)

其中，等温压缩系数 κT 也是广延量，κT ∝ N，因此粒子数的相对涨落q

(N − 〈N〉)2�
〈N〉 ∝ 1p

N
(54)

显然，在热力学极限 N →∞下，正则系综和巨正则系综中的涨落将趋于零，此时微正则系
综、正则系综和巨正则系综将给出一个宏观系统等价的统计描述。
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另一方面，注意到 

(E − 〈E〉)2�= T2kBCV

(N − 〈N〉)2�= −kBT 〈N〉2

V
κT

(55)

两个等式的左边是系统处于平衡态时的自发涨落，而右边的等容热容 CV 和等温压缩系数 κT 是

系统对于某个控制变量的响应，这实际上也可以看作是一种涨落—耗散关系。

1.4 勒让德变换与拉普拉斯变换

图 1: 勒让德变换的图示

勒让德变换（Legendre Transformation）在数学上是从一组独立变量到另一组独立变量的变

换，它有一个非常直观的推导方式。如上图所示，定义曲线 F(x)的斜率为 s(x) = dF/dx，显然

有 sx = G + F，即

G(s) = sx − F(x) (56)

这是从变量 {F, x}到 {G, s}的变换。
在热力学中已经学过，F 和 S 同为热力学函数，二者互为勒让德变换。考虑

F = E − TS (57)

方便起见，将 F 与 S 无量纲化，定义 F = βF，S = S/kB，上式可以写为

F (β) +S(E) = βE (58)

分别对 β 和 E 求导，可得

β =
dS
dE

E =
dF
dβ

(59)

这表明：对于微正则系综而言，E 为控制变量，T 为响应函数；对于正则系综而言，T 为控制变

量，E 为响应函数。

我们继续考虑微正则系综与正则系综的关系。对于微正则系综，有

Ω(E) =

∫
δ
�
E − H(r,p)

�
drdp (60)
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对于正则系综有

Z(β) =

∫
e−βH(r,p) drdp (61)

将
∫
δ (E − H(r,p)) dE = 1插入上式，有

Z(β) =

∫ �∫
δ
�
E − H(r,p)

�
drdp

�
e−βH(r,p) dE

=

∫
Ω(E) e−βE dE

(62)

正是拉普拉斯变换的形式，这说明正则系综是微正则系综的拉普拉斯变换。反之，通过拉普拉斯

逆变换可以从正则系综变换到微正则系综

Ω(E) =

∫
Z(β) eβE dβ (63)

正则系综和微正则系综之间的拉普拉斯变换关系可以推出 F 和 S 之间的勒让德变换关系。

由 F = βF = − log Z 得 Z = e−F，因此有

Ω(E) =

∫
Z(β) eβE dβ =

∫
eβE−F dβ =

∫
exp

�
N
�
β

E
N
− F

N

��
dβ (64)

在热力学极限 N →∞下，这类积分可以通过 Laplace近似（也称为鞍点近似）求解，即∫
dm eNF (m) N→∞−−−−→ eNFmax(m⋆) (65)

因此

Ω(E)' exp
�
β⋆E − F (β⋆)� (66)

其中

β⋆ = extr
§
β

E
N
− F (β)

N

ª
(67)

令 d (βE − F )/dβ |β=β⋆ = 0，可以解出 β⋆ 满足

E =
dF
dβ

(68)

根据玻尔兹曼关系，Ω(E) = eS(E)，与 Eq.(66)联立可得

S(E) = β⋆E − F (β⋆) (69)

这正是我们之前从勒让德变换中得到的。



1 系综理论基础 11

1.5 细致平衡与变分方法

考虑一个马尔可夫过程，其可以由概率密度 Pt(z)和转移概率 T
�
z→ z′

�
完全确定。概率密

度 Pt(z)满足

Pt+1(z) =

∫
Pt(z
′)T

�
z′→ z

�
dz′ (70)

可以由此推导出马尔可夫过程中概率密度随时间演化所满足的方程，称为主方程

∂

∂ t
Pt(z
′) =

∫
dz
�
W (z→ z′)Pt(z)−W (z′→ z)Pt(z

′)
�

(71)

其中 W (z→ z′)是单位时间内的转移概率。主方程 Eq.(71)（或者说 Eq.(70)）的稳态解为

Peq(z′) T
�
z′→ z

�
= Peq(z) T

�
z→ z′

�
(72)

这被称为细致平衡条件。
以正则系综为例，当系统达到平衡态时，具有如下分布

Peq
s =

1
Z

e−βEs (73)

可以计算自由能

Feq = −kBT log Z (74)

现在我们考虑系统不一定处于平衡态，具有分布 Ps，那么仍然可以计算自由能

F̂ = 〈E〉Ps
− TS[Ps] =

∑
s

PsEs + kBT
∑

s

Ps log Ps (75)

考虑二者之差

∆F = F̂ − Feq =
∑

s

(PsEs + kBT Ps log Ps) + kBT log Z

=
∑

s

(PsEs + kBT Ps log Ps + kBT Ps log Z)
(76)

其中利用了
∑

s Ps = 1。对 Eq.(73)两边取对数，可得

log Z = −βEs − log Peq
s (77)

因此
∆F =

∑
s

�
PsEs + kBT Ps log Ps + kBT Ps

�−βEs − log Peq
s

��
= kBT

∑
s

Ps log
Ps

Peq
s

= DKL

�
Ps||Peq

s

� (78)

其中 DKL

�
Ps||Peq

s
�
是分布 Ps 与 Peq

s 之间的 Kullback-Leibler散度。可以证明，KL散度具有非负性

（见本小节末）。因此有

∆F = F̂ − Feq = DKL

�
Ps||Peq

s

�≥ 0 (79)
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即

F̂ ≥ Feq (80)

这说明了 F̂ 是 Feq的上界，换句话说，系统处于平衡态时自由能最小。另一方面，考虑热力学第

一定律 ∆E =∆Q+∆W 和热力学第二定律 T∆S ≥∆Q，可得

−W =∆Q−∆E ≤ T∆S −∆E =∆F (81)

这表明，当一个系统与热源接触，从非平衡态弛豫到平衡态的过程中，提取功的上限是 ∆F。∆F

实际上表明了系统的非平衡态 Ps 与平衡态 Peq
s 之间的距离。

Eq.(80)给我们提供了一种通过变分方法求解 Feq的思路。当系统处于平衡态时的自由能 Feq

比较复杂、不易求解时，可以通过参数化非平衡态 P(J)，计算变分自由能 F̂ [P(J)]，求解出变分

自由能的下界即平衡态时的自由能

Feq =min
J

F̂ [P(J)] (82)

P(J)的求解有很多种方式，2019年理论物理所的张潘研究员与合作者首次通过变分自回归网络

（VAN）求解

PJ (s) =
N∏

i=1

PJ (si |s1, · · · , si−1) (83)

将生成模型方法引入平衡态统计物理的研究领域 [1]，2023 年将其应用于求解随机化学反应网

络 [2]，2024年又将其应用于求解非平衡态统计力学和动力学相变 [3]。

Proof (KL散度的非负性). 根据 Jensen不等式，

n∑
i=1

λi f (x i)≤ f

� n∑
i=1

λi x i

�
,

n∑
i=1

λi = 1 (84)

以及
∑

i P(i) = 1、
∑

i Q(i) = 1，有

∑
i

P(i) ln
�

Q(i)
P(i)

�
≤ ln

�∑
i

P(i) · Q(i)
P(i)

�
= ln

�∑
i

Q(i)

�
= ln(1) = 0 (85)

因此

DKL(P‖Q) = −
∑

i

P(i) ln
�

Q(i)
P(i)

�
≥ 0 (86)

当且仅当 P =Q时取等号。
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2 相变的平均场理论

2.1 Ising模型

2.1.1 历史回顾

• 1895 年，Pierre Curie 在实验中发现，当铁磁系统的温度超过一个临界温度（后来被称为

居里温度）时，原本具有的磁性就会丧失。[4]

• 1920年，Wilhelm Lenz提出了解释顺磁—铁磁相变的格点模型—Ising模型 [5]

E = −J
∑
<i, j>

SiS j − B
∑

i

Si (87)

• 1924年，Lenz的学生 Ernst Ising在他的博士论文中严格求解了一维 Ising模型 [6]（又于

1925年单独将该结果发表了一篇短文），得到

m=
sinh (βB)Æ

sinh2 (βB) + e−4βJ
(88)

这个结果表明，只要外磁场 B = 0，那么就有 m = 0，一维 Ising模型在任何非零温度下都

不会发生顺磁—铁磁相变。Ising和 Lenz断言，该结论同样适用于二维和三维的情况。

• 1936年，Rudolf Peierls证明了 Ising模型在二维或更高维度上存在有序相和无序相之间的

相变。[7]

• 1944年，Lars Onsager以一种“非人类的数学方法”求解了二维 Ising模型，发现在临界温

度 Tc 处存在一个相变点 [8]

sinh
2J

kBTc
= 1 (89)

二维 Ising模型存在相变，这是统计物理发展的一个里程碑。

• 1949年，Kaufmann发表了使用 Clifford代数的新解法 [9]，简化了二维 Ising模型的求解

过程。同年（也可能是在 1948年）Onsager在两次不同的学术会议上宣布了和 Kaufmann

一起得到的自发磁化公式（但是未给出证明）

m=

 ±
�
1− 1

sinh4(2βJ)

� 1
8 T < Tc

0 T > Tc

(90)

• 1952年杨振宁严格证明了自发磁化公式 Eq.(90)[10]，同年，杨振宁和李政道又基于 Ising

模型提出了李—杨相变理论 [11]。

• 随着对临界现象更深入的研究，Michael Fisher等人发展了标度律 [12]；1966年 Leo Kadanoff

提出“块自旋”方法 [13]，为重整化群迈出开创性的一步，1970年 Kadanoff提出了普适性的

概念 [14]；1971年 Kenneth Wilson解决了一系列数学问题，正式提出了重整化群 [15, 16]。
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2.1.2 Ising模型的平均场方法

平均场方法的核心是用均值和涨落来刻画相互作用的两个格点，从而将其解耦。定义 m =

〈Si〉，那么
SiS j = (Si −m+m)

�
S j −m+m

�
= (Si −m)

�
S j −m

�
+m (Si −m) +m

�
S j −m

�
+m2

(91)

注意到 Si −m表示 Si 偏离其均值 m的程度，是一个小量，那么 (Si −m)
�
S j −m

�
是一个二阶小

量，将其忽略，有

SiS j ' m (Si −m) +m
�
S j −m

�
+m2 = m

�
Si + S j

�−m2 (92)

因此 Ising模型的哈密顿量可以近似为

EMF = −J
∑
<i, j>

�
m
�
Si + S j

�−m2
�− B

∑
i

Si (93)

注意到求和
∑
<i, j> 共有 Nz/2项，其中 z 为配位数，并且有∑

<i, j>

�
Si + S j

�
= z

∑
i

Si

Eq. (93)可以改写为

EMF =
1
2

JNzm2 − (Jzm+ B)
∑

i

Si (94)

定义等效磁场 Beff = Jzm+ B，正则配分函数为

Z =
∑
{S}

e−βE(S)

= exp
�
−1

2
βJNzm2

�∑
{S}

exp

�
βBeff

∑
i

Si

�
= exp

�
−1

2
βJNzm2

�∑
{S}

∏
i

exp
�
βBeffSi

�
= exp

�
−1

2
βJNzm2

�∏
i

∑
{S}

exp
�
βBeffSi

�
= exp

�
−1

2
βJNzm2

�∏
i

(2coshβBeff)

注意到此时连乘
∏

i 后面的式子已经不含下标 i，并且连乘共有 N 项，因此有

Z = exp
�
−1

2
βJNzm2

�
(2coshβBeff)

N (95)

因此

log Z = −1
2
βJNzm2 + N log (2coshβBeff) (96)

可以计算自由能

F = − 1
β

log Z =
1
2

JNzm2 − N
β

log
�
2coshβBeff

�
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即

F =
1
2

JNzm2 − N
β

log
�
2coshβ (Jzm+ B)

�
(97)

和磁矩

M = Nm=
1
β

∂

∂ B
log Z =

1
β

N
2coshβBeff

· 2sinhβBeff · β = N tanhβBeff

即

m= tanh
�
β (Jzm+ B)

�
(98)

2.2 顺磁—铁磁相变

本小节中各图片的对应代码可见 https://github.com/lyh-space/Ising-model

2.2.1 无外场时的连续相变

当 B = 0时，Eq. (98)改写为

m= tanh (βJzm) (99)

这是一个超越方程，可以用图解法。令 Tc ≡ Jz，做出 y = m与 y = tanh (mTc/T )的图像如下

y = m
y = tanh( Jzm)

m0
m0

y

m

T < Tc

T = Tc
T > Tc

图 2: Eq. (99)的图解法。

可以看出，当 T > Tc 时，Eq. (99)有唯一解 m= 0；当 T < Tc 时，Eq. (99)有解 m= 0,±m0。但

实际上，如果我们考察自由能

F (m) =
1
2

JNzm2 − N
β

log
�
2cosh (βJzm)

�
(100)

绘制 F −m图像如下

m0 m0

F(m)

m
T < Tc

T = Tc

T > Tc

图 3: 无外场时不同温度的自由能景观。

https://github.com/lyh-space/Ising-model
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可以看到，T > Tc 时，m = 0是一个稳定解；T < Tc 时， F ′′ (m)
��
m=0 < 0，m = 0是一个不稳定

的解，而 m= ±m0 是稳定解。

也就是说：温度较高时，系统处于 m = 0 的状态，当温度降低到 T < Tc 后，一旦受到扰

动，系统将从 m= 0的状态演化到 m= ±m0 中的一个稳定态，在此过程中发生顺磁—铁磁相变

（m= 0→ m 6= 0），伴随着系统 Z2 对称性（或者说是全局自旋翻转对称性）的破缺。

m
m0

m0

TT = Tc

图 4: 无外场时自发磁化的相图。

通过数值求解 Eq. (99) 可以绘制出相图 4。当 T < Tc 时，如果迭代方程 Eq. (99) 设置的

初始值为正，那么系统会演化到 m = m0 > 0 的分支上；如果初始值为负，那么系统会演化到

m= −m0 < 0的分支上。我们称系统的演化在 T = Tc 处产生了分岔（bifurcation）。

2.2.2 有外场时不存在相变

如果外场 B 6= 0，数值求解 Eq. (98)得到的相图如下

m
m0

m0

B > 0

B < 0
TT = Tc

图 5: 有外场时的相图。

即使在 T > Tc 时，系统也不会表现出顺磁性 m = 0。这是因为在系统还没发生自发对称性

破缺时，外场就已经打破了系统的 Z2 对称性。

2.2.3 磁滞回线

接下来我们考虑如果固定温度 T，调节外场 B，会发生什么。首先考虑 T > Tc，可以预料

到，没什么值得期待的东西。因为此时系统处于顺磁相，外场是什么方向，就会让系统产生什么

方向的磁化，如图 6所示。
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m

B

T = Tc

T = 1.3Tc

T = 3Tc

图 6: T > Tc 时序参量随外场的变化。

当 T < Tc 时，外场会导致自由能景观的改变，如图 7所示。

F(m)

m

B3 > 0

B0 = 0

B2 < 0
F(m)

m

B4 > 0

B0 = 0

B1 < 0

图 7: T < Tc 时，不同外场导致自由能景观的改变，B1 < B2 < B0 = 0< B3 < B4。

假如我们将系统的初态置为 B = B2，原本自由能的两个全局最小值变为一个全局最小值和一个

局部最小值，系统应当处于全局最小值的位置，即 m = −m0 的稳态解。然后我们减小磁场直至

B = B0 = 0，然后反向增加磁场直到 B = B3，此时系统一直处于自由能的左侧极小值点，并没有

越过势垒。也就是说，即使 B > 0，仍有 m< 0。直到 B增加到足够大的值 B4，才会使得自由能

的壁垒消失，系统只剩下 m = m0 这一个稳态解，此时系统会从 m = −m0 跃变到 m = m0 的状

态。这个过程就是图 8左图中红线描述的过程，伴随着一个一级相变。反向过程亦是如此，由此

形成了磁滞回线。不同温度下的磁滞回线也有所差别，如图 8右图所示。

m < 0

m > 0

m

B

m

B

T1 < T2 < T3 < Tc

T1 T2 T3

图 8: T < Tc 时，序参量随外场的变化，即磁滞回线

2.3 临界指数

现在我们知道，二维 Ising模型在 T = Tc 处发生连续相变。连续相变在相变点附近的行为称

为临界现象，可以用一组临界指数描述不同物理量在临界点附近的行为。
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2.3.1 序参量临界指数 β

当 B = 0，T → Tc 时，我们可以将 Eq. (99)展开

m' βJzm− 1
3
(βJzm)3 (101)

因此

m2 =
Tc/T − 1

(Tc/T )
3 /3

=
Tc − T

T3
c /3T2

可得

m∼ ± (Tc − T )
1
2 (102)

即序参量临界指数 β = 1
2

2.3.2 磁化率临界指数 γ

考虑临界温度附近的等温磁化率

χ = N
�
∂m
∂ B

�
Tc ,B=0

(103)

将 Eq. (99)展开至一阶

m= tanhβ (Jzm+ B)' β (Jzm+ B) (104)

可得

m=
βB

1− βJz
=

B
kB(T − Tc)

(105)

因此

χ =
N

kB(T − Tc)
∼ 1

T − Tc
= (T − Tc)

−γ (106)

磁化率临界指数 γ= 1

2.3.3 序参量对磁场的临界指数 δ

考虑 T = Tc 时序参量对于外场的依赖关系，此时

m= tanh
�

B
Jz
+m

�
' B

Jz
+m− 1

3

�
B
Jz
+m

�3

' B
Jz
+m− 1

3
m3

因此
1
3

m3 =
B
Jz

(107)

即

m∼ B
1
3 (108)

序参量对磁场的临界指数 δ = 1
3

Remark. 本节使用平均场近似计算得到的临界指数，与朗道唯象理论的结果相同，但是与严格

解得到的临界指数 β = 1/8 有出入，这一方面说明了朗道唯象理论的本质是平均场理论，另一

方面也说明了平均场近似的局限性。
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2.4 Infinite-range模型

Ising模型只考虑了最近邻的相互作用，接下来我们在 Ising模型的基础上考虑所有自旋的相

互作用，其哈密顿量写为

E = − J
2N

N∑
i 6= j

SiS j − h
∑

i

Si (109)

这里用 h表示外场，因子 1/2是为了使两个格点的相互作用只计数一次，因子 1/N 是为了保证

哈密顿量是一个广延量。正则配分函数写为

Z =
∑
S

exp

βJ
2N

N∑
i 6= j

SiS j + βh
∑

i

Si

 (110)

注意到 Si = ±1，有
N∑

i 6= j

SiS j =

�∑
i

Si

�2

−∑
i

S2
i =

�∑
i

Si

�2

− N (111)

式 (110)改写为

Z =
∑
S

exp

βJ
2N

�∑
i

Si

�2

− βJ
2
+ βh

∑
i

Si

 (112)

这里有两种引入序参量的方式。一种是利用高斯积分

exp
�

1
2

ax2
�
=

√√aN
2π

∫
dm exp

�
−1

2
Nam2 +

p
Namx

�
(113)

即

exp

�
1
2
βJ

�∑
i Sip
N

�2�
=

√√βJN
2π

∫
dm exp

�
−1

2
NβJm2 + βJm

∑
i

Si

�
(114)

代入式 (112)有

Z =

√√βJN
2π

exp
�
−βJ

2

�∑
S

∫
dm exp

�
−1

2
NβJm2 + βJm

∑
i

Si + βh
∑

i

Si

�
∝∑

S

∫
dm exp

�
−1

2
NβJm2 + β (Jm+ h)

∑
i

Si

� (115)

因此

Z∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2

�∑
S

exp

�
β (Jm+ h)

∑
i

Si

�
∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2

�∑
S

∏
i

exp
�
β (Jm+ h)Si

�
∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2

�∏
i

∑
S

exp
�
β (Jm+ h)Si

�
∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2

�∏
i

2coshβ (Jm+ h)

(116)
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此时连乘
∏

i 后面的项与 i 无关，可以写为

Z∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2

��
2coshβ (Jm+ h)

�N

∝
∫

dm exp
�
−1

2
NβJm2 + N log

�
2coshβ (Jm+ h)

��
∝
∫

dm exp
�
N
�
−1

2
βJm2 + log

�
2coshβ (Jm+ h)

��� (117)

另一种方式是利用序参量的定义 m=
∑

i Si/N 和狄拉克 δ函数的选择性∫
dm δ

�
Nm−∑

i

Si

�
= 1 (118)

插入式 (112)有

Z =
∑
S

∫
dm δ

�
Nm−∑

i

Si

�
exp

�
βJ
2N
(Nm)2 − βJ

2
+ βhNm

�
=
∑
S

∫
dm δ

�
Nm−∑

i

Si

�
exp

�
1
2
βJNm2 − βJ

2
+ βhNm

� (119)

再利用狄拉克 δ函数的傅里叶变换

δ(x) =
1

2π

∫
R

d x̂ ei x x̂ =
1

2πi

∫
iR

d x̂ ex x̂ (120)

有

Z =
∑
S

1
2πi

∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp

�
Nmm̂− m̂

∑
i

Si

�
exp

�
1
2
βJNm2 − βJ

2
+ βhNm

�
=

1
2πi

exp
�
−βJ

2

�∑
S

∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp

�
Nmm̂− m̂

∑
i

Si +
1
2
βJNm2 + βhNm

�
∝∑

S

∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp

�
Nmm̂− m̂

∑
i

Si +
1
2
βJNm2 + βhNm

�
∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm

�∑
S

exp

�
−m̂

∑
i

Si

�
∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm

�∑
S

∏
i

exp (−m̂Si)

∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm

�∏
i

∑
S

exp (−m̂Si)

∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm

�∏
i

2cosh m̂

∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm

��
2cosh m̂

�N

∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�

Nmm̂+
1
2
βJNm2 + βhNm+ N log

�
2cosh m̂

��

(121)
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最终得到

Z∝
∫
R

dm

∫
iR

dm̂ exp
�
N
�

mm̂+
1
2
βJm2 + βhm+ log

�
2cosh m̂

���
(122)

式 (117)和式 (122)具有类似的形式，这一类积分可以使用 Laplace近似 (65)求解。对于式 (117)，

令

F (m) = −1
2
βJm2 + log

�
2coshβ (Jm+ h)

�
(123)

有

Z∝
∫

dm eNF (m) ' eNFmax(m⋆) (124)

为了确定 m⋆ 的值，令

∂ F
∂m

= −βJm+
2sinhβ (Jm+ h)
2coshβ (Jm+ h)

· βJ = βJ tanhβ (Jm+ h)− βJm= 0 (125)

得

m= tanh
�
β (Jm+ h)

�
(126)

类似地，对于式 (122)，令

F (m, m̂) = mm̂+
1
2
βJm2 + βhm+ log

�
2cosh m̂

�
(127)

有

Z∝
∫

dm eNF (m,m̂) ' eNFmax(m⋆,m̂⋆) (128)

为了确定 m⋆、m̂⋆ 的值，令
∂ F
∂m

= m̂+ βJm+ βh= 0

∂ F
∂ m̂

= m+ tanh(m̂) = 0
(129)

即
m̂= −βJm− βh

m= − tanh(m̂) = tanh(−m̂)
(130)

可得

m= tanh
�
β (Jm+ h)

�
(131)

可以看到，两种方法得到的结果是一致的，并且与 Ising模型的结果 (98)相同，相关物理含义不

再赘述。
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3 实际气体的状态方程

平均场方法是处理有相互作用的系统的一个重要方法，接下来本节以实际气体的状态方程

为例介绍处理有相互作用的系统的另一种方法——位力展开。

考虑有相互作用的气体，哈密顿量写为

H =
N∑

i=1

p2
i

2m
+
∑
i< j

u(ri j) (132)

系统的正则配分函数写为

Z =
1
N !

1
h3N

∫ N∏
i=1

d3pid
3ri e−βH

=
1
N !

1
h3N

¨∫ N∏
i=1

d3pi exp

�
− β

2m

∑
i

p2
i

�«(∫ N∏
i=1

d3ri exp

 
−β∑

i< j

u(ri j)

!) (133)

首先计算配分函数的动量部分（称之为动量积分），实际上这正是理想气体的情形。注意到∫ N∏
i=1

d3pi exp

�
− β

2m

∑
i

p2
i

�
=

∫ N∏
i=1

d3pi

N∏
i=1

exp
�
− β

2m
p2

i

�
=

N∏
i=1

∫
d3pi exp

�
− β

2m
p2

i

�
=

N∏
i=1

�∫
dpi exp

�
− β

2m
p2

i

��3

=

�∫
dpi exp

�
− β

2m
p2

i

��3N

=

�
2πm

βħh2

�3N/2

(134)

因此

Z =
1
N !

1
h3N

�
2πm

βħh2

�3N/2
(∫ N∏

i=1

d3ri exp

 
−β∑

i< j

u(ri j)

!)

=
1

N !λ3N
T

∫ N∏
i=1

d3ri exp

 
−β∑

i< j

u(ri j)

! (135)

其中定义了热波长

λT = h

�
2πm

βħh2

�−1/2

=
hp

2πmkBT
(136)

接下来计算配分函数的位形部分（称之为位形积分）

Q =

∫ N∏
i=1

d3ri exp

 
−β∑

i< j

u(ri j)

!
=

∫ N∏
i=1

d3ri

∏
i< j

exp
�−βu(ri j)

�
(137)

引入 Mayer函数

fi j = f (ri j) = e−βu(ri j) − 1 (138)

位形积分改写为

Q =

∫ N∏
i=1

d3ri

∏
i< j

�
1+ fi j

�
(139)
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假设气体的密度不太高，分子之间的相互作用引起的修正不太大，那么 fi j 可以作为小量展开

Q =

∫ N∏
i=1

d3ri

 
1+

∑
i< j

fi j +
∑

i< j,m<n

fi j fmn +
∑

i< j,m<n,k<l

fi j fmn fkl + · · ·
!

(140)

第一项的积分结果为

Q1 =

∫ N∏
i=1

d3ri = V N (141)

第二项的积分，注意到求和
∑

i< j 有 N(N − 1)/2项，因此

Q2 =

∫ N∏
i=1

d3ri

∑
i< j

fi j

=
1
2

N(N − 1)

∫
f12 d3r1d3r2 · · ·d3rN

=
1
2

N(N − 1)V N−2

∫
f12 d3r1d3r2

(142)

对于分子“1”和分子“2”，将积分换到其质心系中。令

R =
1
2
(r1 + r2) r = r1 − r2 (143)

此时 fi j = f (ri j) = f (r1 − r2) = f (r)是 r 的函数，并且注意到 Jacobi行列式

∂ (r1,r2)
∂ (R,r)

=

�����1 −1
2

1 1
2

�����= 1 (144)

因此可以做积分换元 ∫
f12 d3r1d3r2 =

∫
f (r) d3rd3R = V

∫
f (r) d3r (145)

代入式 (142)得到第二项积分的结果为

Q2 =
1
2

N(N − 1)V N−1

∫
f (r) d3r ≈ 1

2
N2V N−1

∫
f (r) d3r (146)

如果展开式 (140)中只保留前两项，位形积分的最终结果写为

Q = V N

�
1+

N2

2V

∫
f (r) d3r + · · ·

�
(147)

配分函数的最终结果写为

Z =
V N

N !λ3
T

�
1+

N2

2V

∫
f (r) d3r + · · ·

�
(148)

第一项 Z ′ = V N/N !λ3
T 是理想气体的配分函数，第二项则是相互作用引起的一阶修正。
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下面求解实际气体的状态方程。自由能

F = − 1
β

log Z = − 1
β

log

�
V N

N !λ3
T

�
1+

N2

2V

∫
f (r) d3r

��
= − 1
β

�
N log V − log N !− 3 logλT + log

�
1+

N2

2V

∫
f (r) d3r

��
≈ − 1
β

�
N log V − log N !− 3 logλT +

N2

2V

∫
f (r) d3r

� (149)

因此有

p = − ∂ F
∂ V
= kBT

�
N
V
− N2

2V 2

∫
f (r) d3r

�
(150)

即

p =
NkBT

V

�
1− N

2V

∫
f (r) d3r

�
(151)

同样的，第一项是理想气体的状态方程，第二项是相互作用引起的修正。与位力展开的标准形式

p =
NkBT

V

�
1+

B2

V
+

B3

V 2
+ · · ·

�
(152)

比较，可得第二位力系数

B2 = −N
2

∫
f (r) d3r (153)

对于电中性球对称的分子，最接近真实情形的是 Lennard-Jones势

u(r) = u0

�� r0

r

�12 −
� r0

r

�6�
(154)

但是为了方便，我们可以对 Lennard-Jones势做一些近似，采用更简单的势能模型进行计算，比

如带吸引力的刚球势

u(r) =

+∞, when r < r0

− u0

� r0

r

�6
, when r ≥ r0

(155)

此时 Mayer函数近似为

f (r) =

− 1, when r < r0

exp
�
βu0

� r0

r

�6�− 1, when r ≥ r0

(156)

因此 ∫
f (r) d3r =

∫ r0

0

d3r (−1) +

∫ +∞
r0

d3r

§
exp

�
βu0

� r0

r

�6�− 1
ª

≈
∫ r0

0

d3r (−1) +

∫ +∞
r0

d3r

§
βu0

� r0

r

�6ª
= −4π

∫ r0

0

r2dr + 4πβu0

∫ +∞
r0

r2
� r0

r

�6
dr

=
4π
3

r3
0 (βu0 − 1)

(157)
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第二位力系数

B2 = −N
2

∫
f (r) d3r = −N

2
4π
3

r3
0 (βu0 − 1) =

2πN
3

r3
0 (1− βu0) (158)

状态方程

p =
NkBT

V

�
1+

B2

V

�
=

NkBT
V

�
1+

2πN
3V

r3
0 (1− βu0)

�
=

NkBT
V

�
1+

2πN
3V

r3
0

�
− NkBT

V
2πN
3V

r3
0βu0

=
NkBT

V

�
1+

N
V

2πr3
0

3

�
− N2

V 2

2πr3
0 u0

3

(159)

令

b =
2
3
πr3

0 , a =
2
3
πr3

0 u0 (160)

则有

p =
NkBT

V

�
1+

N b
V

�
− N2a

V 2
≈ NkBT

V
�
1− N b

V

� − N2a
V 2

(161)

即 �
p+

N2a
V 2

�
(V − N b) = NkBT (162)

这正是范德瓦耳斯物态方程。

Remark. 本节使用位力展开法求得的第二位力系数是正确的，但是如果继续计算更高阶的位力

系数则会出现问题，因为高阶求和的项数会迅速增大，使得高阶项不能再看作小量，此时应该使

用集团展开法。
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4 随机热力学

随机热力学 (Stochastic Thermodynamics) 是非平衡统计物理的一个分支，主要研究的对象

是远离平衡态的介观体系，在其研究范围内涨落耗散定理失效，涨落的影响不可忽略，其动力学

需要用一系列的随机微分方程进行描述。

建立严格的随机热力学理论框架，需要基于系统演化的随机轨线，定义系统的内能、功、热、

熵和熵产生等热力学量，这主要是 Ken Sekimoto 在 1998 年的工作 [17] 和 Udo Seifert 在 2005

年的工作 [18]中完成的。本小节我们仅基于马尔科夫过程给出一些简单的讨论。

我们考虑一个系统具有初始状态分布 P(x0)，末态分布为 P(xτ)，系统的演化过程是一个马

尔可夫过程，并且满足细致平衡。考虑系统从 x0 演化到 xτ 的正向过程，转移概率为

P[xτ|x0] = P[xτ|xτ−1]P[xτ−1|xτ−2] · · · P[x2|x1]P[x1|x0] (163)

从 xτ 演化到 x0 的逆向过程有

P[x0|xτ] = P[x0|x1]P[x1|x2] · · · P[xτ−2|xτ−1]P[xτ−1|xτ] (164)

根据细致平衡条件，有

P(xτ)P[xτ−1|xτ] = P(xτ−1)P[xτ|xτ−1] (165)

即
P[xτ|xτ−1]
P[xτ−1|xτ] =

P(xτ)
P(xτ−1)

=
e−βE(xτ)

e−βE(xτ−1)
= e−β[E(xτ)−E(xτ−1)] (166)

因此
P[xτ|x0]
P[x0|xτ] =

P[xτ|xτ−1]P[xτ−1|xτ−2] · · · P[x2|x1]P[x1|x0]
P[x0|x1]P[x1|x2] · · · P[xτ−2|xτ−1]P[xτ−1|xτ]

=
P[xτ|xτ−1]
P[xτ−1|xτ]

P[xτ−1|xτ−2]
P[xτ−2|xτ−1]

· · · P[x2|x1]
P[x1|x2]

P[x1|x0]
P[x0|x1]

= e−β[E(xτ)−E(xτ−1)] · · ·e−β[E(x2)−E(x1)]e−β[E(x1)−E(x0)]

= e−β[E(xτ)−E(x0)] = e−β∆Qsys

(167)

注意到环境熵 ∆Senv =∆Qenv/T = −∆Qsys/T，因此有

P[xτ|x0]
P[x0|xτ] = e∆Senv/kB (168)

考虑一条轨迹 x(t)，其时间反演轨迹记为 x̃(t)，有

P[x(t)] = P[x t |x0]P(x0)

P̃[ x̃(t)] = P[x0|x t]P(x t)
(169)

因此有

P̃[ x̃(t)] = P[x(t)]
P[x0|x t]
P[x t |x0]

P(x t)
P(x0)

= P[x(t)]exp
�
−∆Senv

kB
+ log

P0(x0)
Pt(x t)

�
(170)

定义随机熵 S(t) = −kB log Pt(x t)，则有

log
P(x0)
P(x t)

= −kB log P(x t)− kB log P(x0)
kB

= −S(t)− S(0)
kB

= −∆S
kB

(171)
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其中 ∆S = S(t)− S(0)是系统的熵增，因此

P̃[ x̃(t)] = P[x(t)]exp
�
− 1

kB
(∆Se +∆S)

�
= P[x(t)]e−∆Si/kB (172)

其中 ∆Si =∆Se+∆S是熵产生。这就是所谓的 Crooks涨落定理 [19]：如果一个系统满足微观可

逆性（细致平衡条件），其正向轨迹与反演轨迹出现的概率之比满足

P[x(t)]
P̃[ x̃(t)]

= e∆Si/kB (173)

考虑到概率的归一性，

1=
∑

x̃

P̃[ x̃(t)] =
∑

x

P[x(t)]e−∆Si/kB (174)

Crooks涨落定理可以直接导出积分涨落定理 [20]：

e−∆Si/kB

�
x = 1 (175)

如果 P(x0)和 P(x t)取为正则系综的形式，由

F = − 1
β

log Z =⇒ P =
1
Z

e−βE = e−β(E−F) =⇒ log P = −β(E − F) (176)

可得
∆S = kB

�
log P0(x0)− log Pt(x t)

�
= −βkB

�
E0 − F0 − (Et − Ft)

�
= −βkB (∆F −∆E)

(177)

利用热力学第一定律 ∆E =∆Q+∆W 可得

∆Si =∆Senv +∆S = −∆Q
T
− ∆F −∆E

T
=

1
T
(∆W −∆F) (178)

由 

e−∆Si/kB

�
x =



e−β(∆W−∆F)

�
x =



e−β∆W

�
x eβ∆F = 1 (179)

可得 

e−β∆W

�
x = e−β∆F (180)

这就是 Jarzynski恒等式 [21]，它将两个状态之间的自由能差异与连接两个状态的轨迹集合上的

不可逆功联系起来，并且将热力学第二定律中的不等式改为了等式。

Jarzynski恒等式很容易验证热力学第二定律，利用 Jensen不等式

〈ex〉 ≥ e〈x〉 (181)

有

e−β∆F =


e−β∆W

�
x ≥ e−β〈∆W 〉 (182)

可得

∆F ≤ 〈∆W 〉 (183)
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