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背景介绍

▶ 神经网络的工作模式

输出 ŷ = σ2 [W2 · σ1 (W1x + b1) + b2]

损失函数 L =
1

2
(ŷ − y)2

通过反向传播把 L 按梯度分配到不同层的权重

梯度下降法 网络的学习

▶ 自旋玻璃理论

Sherrington—Kirkpatrick 模型

H = −
∑
i<j

Jijσiσj

Giorgio Parisi 等人 复本方法、空腔方法
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感知机的泛化误差

▶ 模型设定

用固定权重 w∗ 生成标签 y = sign
(

1√
n Xw⋆

)
感知机学习权重 w → w∗

贝叶斯框架

P(w|y,X) =
P(y|X,w)P(w)

P(y,X)
=

1

Z
P(y|X,w)P(w)

▶ 泛化误差

εgen = lim
n→∞

Ey,X1[y ̸= ŷ(ŵ(α); x)] = Ey,X [Θ(−zẑ)]

重参数化

ẑ =
√
σŵx1

z =

√
σw∗ŵ

σŵ
x1 +

√
σ2

w∗ −
σw∗ŵ

σŵ
x2

泛化误差写为序参量的函数

εgen =
1

π
arccos

(√ q
ρw⋆

)
其中

ρw⋆ lim
n→∞

Ew⋆
1

n
∥w⋆∥22 q = lim

n→∞
Ew⋆,X

1

n
ŵ⊤w⋆

研究泛化误差随数据量密度的变化：

• 广义消息传递方程 → 状态演化方程

• 复本方法 → 复本对称解
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广义消息传递方程

▶ 信念传播方程（BP Equation）
（空腔方法）

mi→µ
(
wi
)
=

1

zi→µ

P0
(
wi
) ∏
γ ̸=µ

mγ→i
(
wi
)

mµ→i
(
wi
)
=

1

zµ→i

∫ ∏
j̸=i

dwjPout

(
yµ |

Xw
√

n

)
mj→µ

(
wj
)

▶ relax-BP Equation
（中心极限定理、泰勒展开）

mi→µ 的均值和方差

ŵi→µ ≡
∫

dwi mi→µ (wi)wi

vi→µ ≡
∫

dwi mi→µ (xi)w2
i − ŵ2

i→µ

简化

mµ→i
(
t, xi

)
=

√√√√At
µ→i
2πN

exp

−
x2i
2N

At
µ→i + Bt

µ→i
xi
√

N
−

(
Bt
µ→i

)2
2At

µ→i



其中

Bt
µ→i = Xµi fout

(
ω

t
µ→i, yµ, Vt

µ→i
)

At
µ→i = −X2

µi ∂ω fout
(
ω

t
µ→i, yµ, Vt

µ→i
)

fout(ω, y, V) ≡

∫
dzPout (y|z)(z − ω)e−

(z−ω)2

2V

V
∫

dzPout (y|z)e−
(z−ω)2

2V

∂ω fout(ω, y, V) =

∫
dzPout (y|z)(z − ω)2e−

(z−ω)2

2V

V2
∫

dzPout (y|z)e−
(z−ω)2

2V

−
1

V
−f2out(ω, y, V)

定义

Σ
t+1
µ→i =

1∑
µ At+1

µ→i
Rt+1

µ→i =

∑
µ Bt+1

µ→i∑
µ At+1

µ→i

fw ≡
∫

dw wP0(w)e−
(w−R)2

2Σ∫
dw P0(w)e−

(w−R)2

2Σ

ŵ 和 v 通过下式更新

ŵt+1
µ→i = fw (Σ, R) =

Rt
µ→i

1 + Σt
µ→i

vt+1
µ→i = ∂Rfw (Σ, R) =

1

1 + Σt
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广义消息传递方程

▶ 广义消息传递方程（GAMP）算法总结

初始化 ŵ0
i , v0i , f0out

Vt+1
µ =

1

n

∑
i

X2
µiv

t
i

ω
t+1
µ =

1
√

n

∑
i

Xµiŵt
i − Vt

µft
out

ft+1
out = fout(y, ωt+1

, Vt+1
)

Σ
t+1
i =

− 1

n

∑
µ

X2
µi∂ω fout

(
ω

t+1
µ , yµ, Vt+1

µ

)−1

Rt+1
i = ŵt

i +
1

√
n

(Σi)
t+1

∑
µ

Xµifout
(
ω

t+1
µ , yµ, Vt+1

µ

)

ŵt+1
i =

Σt+1
i

1 + Rt+1
i

vt+1
i =

1

1 + Rt+1
i

▶ 状态演化方程（SE）

定义

q̂ = αEω,z[f2out(ω, sign[z],V)]

m̂ = αEω,z[∂zfout(ω, sign[z],V]

q = Ew∗ER,Σ[f2w(Σ,R)]

m = Ew∗ER,Σ[w∗fw(Σ,R)]

贝叶斯最优的框架有 Nishimori 条件 q = m

qt+1
=

∫
dxPX(x)

∫
dξ

e−
ξ2

2
√
2π

f2w∗ (
1

q̂t , x +
ξ√
q̂t

)

q̂t
= −

∫
dp
∫

dz
e
− p2

2mt e
− (z−p)2

2(1−mt)

2π
√

mt(1 − mt)
∂pfout(p, sign[z], 1 − mt

)

最终结果

q =
q̂

1 + q̂
q̂ =

2

π

α

1 − q

∫
Dξ

exp
{
− qξ2

1−q

}
1 + erf

( √
qξ√

2(1−q)

)
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复本方法

▶ 统计力学
配分函数

Z(y, X) =

∫
dz P(y|z)

∫
dw P(w) δ

(
z −

1
√

n
wX
)

自由能的淬火平均

Φ =
1

n
Ey,X logZ(y,X) (1)

复本方法

Φ =
1

n
lim
r→0

∂ logEy,X [Z(y,X)r]

∂r
(2)

▶ 复本计算（δ 函数的傅里叶变换、Laplace 近似）

Ey,X [Z(y,X)r] ∝
∫∫

dQ dQ̂ enΦ(r)(Q,Q̂)

其中

Φ
(r)

(Q, Q̂) = − Tr[QQ̂] + log Ψ
(r)
w (Q̂) + α log Ψ

(r)
out (Q)

Ψ
(r)
w (Q̂) =

∫
dw̃ Pw̃(w̃)e

1
2

w̃Q̂w̃

Ψ
(r)
out (Q) =

∫
dy
∫

dz̃ Pz̃ (̃z; Q)Pout (y | z̃)

鞍点方程

Φ(α) = extrQ,Q̂

{
lim
r→0

∂Φ(r)(Q, Q̂)

∂r

}

▶ 复本对称假设

Qrs =


Q0 m . . . m
m Q . . . . . .

. . . . . . . . . q
m . . . q Q



Q̂rs =


Q̂0 m̂ . . . m̂
m̂ − 1

2
Q̂ . . . . . .

. . . . . . . . . q̂
m̂ . . . q̂ − 1

2
Q̂


其中

m =
1

n
wa · w⋆ q =

1

n
wa · wb

Q =
1

n
||wa||22 Q0 = ρw⋆ =

1

n
||w⋆||22
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复本对称计算

自由能的复本对称解

Φrs(α) = extrQ,Q̂,q,q̂,m,m̂

{
−mm̂ +

1

2
QQ̂ +

1

2
qq̂ +Ψw(Q̂, m̂, q̂) + αΨout (Q,m, q; ρw⋆ )

}
其中，

Ψw(Q̂, m̂, q̂) ≡ Eξ

[
Zw⋆

(
m̂q̂−1/2ξ, m̂q̂−1m̂

)
logZw

(
q̂1/2ξ, Q̂ + q̂

)]
Ψout (Q,m, q; ρw⋆ ) ≡ Ey,ξ

[
Zout⋆

(
y,mq−1/2ξ, ρw⋆ − mq−1m

)
logZout

(
y, q1/2ξ,Q − q

)]
ρw⋆ = lim

n→∞
Ew⋆

1

n
∥w⋆∥22

(3)

定义序参量

Q̂ = −2α∂QΨout q̂ = −2α∂qΨout m̂ = α∂mΨout

Q = −2∂Q̂Ψw q = −2∂q̂Ψw m = ∂m̂Ψw

考虑到 Nishimori 条件，只关心

q̂ = αEy,ξ

[
Zout⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)
fout⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)2
]

q = Eξ

[
Zw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)
fw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)2
]
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复本对称计算

计算各个辅助函数的解析形式

Zout (y, ω,V) = Ny (1,∆
∗)

(
1 + erf

(
ω

√
2V

))
+Ny (−1,∆∗)

1

2

(
1− erf

(
ω

√
2V

))
fout ⋆ (y, ω,V) =

Ny (1,∆⋆)−Ny (−1,∆⋆)

Zout ⋆ (y, ω,V)
Nω(0,V)

Zw⋆ (γ,Λ) =
e

γ2

2(Λ+1)

√
Λ + 1

fw⋆ (γ,Λ) =
γ

1 + Λ
∂γ fw⋆ (γ,Λ) =

1

1 + Λ

得出 q 和 q̂ 的迭代形式

q =
q̂

1 + q̂
q̂ =

2

π

α

1− q

∫
Dξ

e−
qbξ2

1−q(
1 + erf

( √
qξ√

2(1−q)

))
在 α → ∞ 时，有 q → 1，在此极限下有

qb =
1

2

(
αk

√
α2k2 + 4− α2k2

)
≃

α→∞
1−

1

α2k2
, q̂b = k2α2

得到泛化误差在大 α 时的渐进行为

ebayes
g (α) =

1

π
acos (√qb) ≃

α→∞

1

kπ
1

α
≃

0.4417

α
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结论

▶ GAMP 迭代求解与 SE、RS 的解析结果比较

▶ 总结与展望

▶ 我们使用 GAMP、SE、Replica 等方法求解了感知机的
泛化误差与数据量密度的关系；

▶ 我们的创新点在于感知机的权重是连续的，而以前的工作

主要研究离散权重的感知机（离散权重中存在相变）；

▶ 这一类方法求解的是感知机（神经网络）收敛到稳态时的

解，类似于统计力学中的平衡态；

▶ 接下来的研究方向：

• 更复杂的网络模型的稳态解（随机特征模型 RFM）
• 感知机（神经网络）学习过程中的非平衡动力学
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Thanks for Listening
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