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摘 要

我们在老师学生模型和贝叶斯最优框架中分析了具有连续权重的感知机在二分类任务中的

泛化误差。我们首先基于信念传播方程（BP）推导了广义消息传递方程（GAMP），通过迭
代得到不同数据量密度时的泛化误差；然后基于消息传递方程推导出了状态演化方程（SE），
通过迭代得到了泛化误差随数据量密度变化的理论曲线，与使用广义消息传递方程得到的结

果吻合；最后我们使用复本方法进行计算分析，验证了状态演化方程的结果，并且分析了在

数据量密度趋于无穷大时泛化误差的渐近行为。
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1 Model setting and main results

1.1 模型设定

在老师-学生模型中考虑一个N−1的二分类感知机，设输入数据为X，老师的权重w∗是 ground

truth，并且满足高斯先验 Pw∗ ∼ N (0, 1)，老师通过

y = sign

(
1√
n
Xw⋆

)
(1)

生成标签；学生根据数据学习老师的权重 ŵ，即 P (w|y,X)。在贝叶斯最优框架中有

P (w|y,X) =
P (y|X,w)P (w)

P (y,X)
=

1

Z
P (y|X,w)P (w) (2)

其中，

P (y|X,w) = 1

[
y = sign

(
1√
n
Xw

)]
(3)

我们共使用 d套数据进行训练，定义数据量密度 α = d/n。

二分类任务的泛化误差（即预测标签和真实标签不匹配的概率）定义为

εgen = lim
n→∞

Ey,X1[y ̸= ŷ(ŵ(α);x)] = Ey,X [Θ(−yŷ)] = Ey,X [Θ(−zẑ)] (4)

其中 z = Xw⋆/
√
n，ẑ = Xŵ/

√
n。注意到向量 (z, ẑ)在对所有可能的真实权重 w⋆ 和输入数据

X取平均后满足高斯分布 N (0, σ)，其中协方差矩阵

σ = lim
n→∞

Ew∗,X
1

n

 w∗⊤w∗ w∗⊤ŵ

w∗⊤ŵ ŵ⊤ŵ

 ≡
 σw∗ σw∗ŵ

σw∗ŵ σŵ

 (5)

将 z和 ẑ用标准高斯分布重参数化为

ẑ =
√
σŵx1

z =

√
σw∗ŵ

σŵ
x1 +

√
σ2
w∗ −

σw∗ŵ

σŵ
x2

(6)

其中 x1,x2 ∼ N (0, 1)。因此泛化误差可以重写为

εgen = Ey,X [Θ(−zẑ)]

=

∫
Dx1

∫
Dx2Θ

−√σŵx1

√σ2
w∗ŵ

σŵ
x1 +

√
σ2
w∗ −

σ2
w∗ŵ

σŵ
x2


=

∫
Dx1

∫
Dx2Θ(−x1)Θ

√σ2
w∗ŵ

σŵ
x1 +

√
σ2
w∗ −

σ2
w∗ŵ

σŵ
x2


=

1

π
arccos

(
σw∗ŵ√
ρw⋆σŵ

)
(7)

其中，

ρw⋆ = σw∗ ≡ lim
n→∞

Ew⋆
1

n
∥w⋆∥22 (8)

并且根据 Nishimori条件，在贝叶斯最优中有

σw⋆ŵ = lim
n→∞

Ew⋆,X
1

n
ŵ⊤w⋆ = q = m = σŵ = lim

n→∞
Ew⋆,X

1

n
∥ŵ∥22 (9)

因此泛化误差最终的形式为

εgen =
1

π
arccos

(√
q

ρw⋆

)
(10)
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1.2 主要结果

在 Sec.2中，我们从 BP方程出发，推导了 GAMP算法，总结如下
算法 1:广义消息传递方程（GAMP）
输入: y、X

初始化 ŵ0、v0、f0
out

设置迭代次数 t = 1，最大迭代次数 T

1 while t < T do
2 计算 ω、V

ωt+1
µ ← 1√

n

∑
i

Xµiŵ
t
i − V t

µf
t
out

(
ωt
µ, yµ, V

t
µ

)
V t+1
µ ← 1

n

∑
i

X2
µiv

t
i

3 计算 fout

f t+1
out ← fout(y, ω

t+1, V t+1)

其中

Zout ⋆(y, ω, V ) = Ny (1,∆
⋆)

1

2

(
1 + erf

(
ω√
2V

))
+Ny (−1,∆⋆)

1

2

(
1− erf

(
ω√
2V

))
4 计算 Σ、R

Σt+1
i ←

[
− 1

n

∑
µ

X2
µi∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)]−1

Rt+1
i ← ŵt

i +
1√
n
(Σi)

t+1
∑
µ

Xµifout
(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
其中

∂ωfout(ω, y, V ) =

∫
dzPout (y|z)(z − ω)2e−

(z−ω)2

2V

V 2
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

− 1

V
− f2

out(ω, y, V )

5 计算 ŵ、v

ŵt+1
i ←

Σt+1
i

1 +Rt+1
i

vt+1
i ← 1

1 +Rt+1
i

6 if ŵ、v不再变化 then
7 停止迭代

8 end
9 t← t+ 1

10 end
输出: ŵ、v
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在 Sec.3中，我们从 GAMP方程出发推导了状态演化方程（SE），得到

q =
q̂

1 + q̂

q̂ =
2

π

α

1− q

∫
Dξ

exp
{
− qξ2

1−q

}
1 + erf

( √
qξ√

2(1−q)

) (11)

在 Sec.4中，我们使用复本方法进行计算，得到的结果与 SE一致。我们分别使用 GAMP和 SE

绘制了泛化误差随数据量密度 α的曲线，见图 1。在 α→∞时，泛化误差具有以下渐近行为

εgen ≃
0.4477

α
(12)

与 SE方程得到的理论曲线进行比较，见图 2，可以看到当 α→∞时两条曲线基本重合。

图 1: 泛化误差随数据量密度的变化

图 2: 理论曲线与渐近解的比较
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2 Generalized approximate message passing

根据式 (2)的因子连乘形式，容易写出 BP方程：

mi→µ (wi) =
1

zi→µ
P0 (wi)

∏
γ ̸=µ

mγ→i (wi) (13)

mµ→i (wi) =
1

zµ→i

∫ ∏
j ̸=i

dwjPout

(
yµ |

1√
n

n∑
l=1

wlXlµ

)
mj→µ (wj) (14)

为了方便推导，我们在下面的过程中将 1√
n
wX中的 1√

n
吸收到X中，最后再根据X的 order确

定各方程的 scaling。

为了导出 relaxed BP方程，我们假设消息是高斯分布的，mi→µ的均值和方差为

ŵi→µ ≡
∫

dwi mi→µ (wi)wi (15)

vi→µ ≡
∫

dwi mi→µ (xi)w
2
i − ŵ2

i→µ (16)

在中心极限定理下有 ∑
j ̸=i

Xµjwj ∼ N (ωµ→i, Vµ→i) (17)

其中均值和方差分别为

ωµ→i =
∑
j ̸=i

Xµjŵj→µ (18)

Vµ→i =
∑
j ̸=i

X2
µjvj→µ (19)

因此式 (14)可以改写为

mµ→i (wi) ∝
∫

dzµPout (yµ|zµ) exp

{
−(z − ωµ→i −Xµiwi)

2

2Vµ→i

}
(20)

根据展开式

(z − ωµ→i −Xµiwi)
2 = (z − ωµ→i)

2 +X2
µiw

2
i − 2 (z − ωµ→i)Xµiwi (21)

考虑到 Xµi ∼ O(1/
√
n)，做泰勒展开

exp

{
−(z − ωµ→i −Xµiwi)

2

2Vµ→i

}

= exp

{
−
(z − ωµ→i)

2 +X2
µiw

2
i − 2 (z − ωµ→i)Xµiwi

2Vµ→i

}

= exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}
exp

{
−
X2

µiw
2
i − 2 (z − ωµ→i)Xµiwi

2Vµ→i

}

= exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}(
1 +X2

µiw
2
i − 2 (z − ωµ→i)Xµiwi +

1

2
(z − ωµ→i)

2X2
µiw

2
i +O(

1

n
)

)
(22)
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因此

mµ→i (wi) =
1

z

∫
dzµPout (yµ|zµ) exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}

×
(
1 +X2

µiw
2
i − 2 (z − ωµ→i)Xµiwi +

1

2
(z − ωµ→i)

2X2
µiw

2
i +O(

1

d
)

)
=
1

z

∫
dzµPout (yµ|zµ) exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}

+
1

z

∫
dzµPout (yµ|zµ) X2

µiw
2
i exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}

− 1

z

∫
dzµPout (yµ|zµ) 2 (z − ωµ→i)Xµiwi exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}

+
1

z

∫
dzµPout (yµ|zµ)

1

2
(z − ωµ→i)

2X2
µiw

2
i exp

{
−(z − ωµ→i)

2

2Vµ→i

}

(23)

定义输出函数

fout(ω, y, V ) ≡
∫
dzPout (y|z)(z − ω)e−

(z−ω)2

2V

V
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

(24)

并且根据 ∫
dzPout (y|z)(z − ω)2e−

(z−ω)2

2V

V 2
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

=
1

V
+ ∂ωfout(ω, y, V ) + f2

out(ω, y, V ) (25)

有

∂ωfout(ω, y, V ) =

∫
dzPout (y|z)(z − ω)2e−

(z−ω)2

2V

V 2
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

− 1

V
− f2

out(ω, y, V ) (26)

令

Bt
µ→i = Xµi fout

(
ωt
µ→i, yµ, V

t
µ→i

)
(27)

At
µ→i = −X2

µi ∂ωfout
(
ωt
µ→i, yµ, V

t
µ→i

)
(28)

式 (23)改写为

mµ→i (t, xi) =

√
At

µ→i

2πN
exp

− x2i
2N

At
µ→i +Bt

µ→i

xi√
N
−

(
Bt

µ→i

)2
2At

µ→i

 (29)

类似的，定义

Σt+1
µ→i =

1∑
µA

t+1
µ→i

(30)

Rt+1
µ→i =

∑
µB

t+1
µ→i∑

µA
t+1
µ→i

(31)

式 (13)改写为

mi→µ (wi) ∝ P0 (wi) e
−(

wi−Ri→µ)
2

2Σi→µ (32)

定义函数

fw ≡
∫
dw wP0(w)e

− (w−R)2

2Σ∫
dw P0(w)e

− (w−R)2

2Σ

=
Σ

1 +R
(33)
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ŵ和 v通过下式更新

ŵµ→i = fw (Σ, R) =
Σ

1 +R
(34)

vµ→i = ∂Rfw (Σ, R) =
1

1 +R
(35)

至此我们推导出了 r-BP方程，下面继续化简推导 GAMP方程。

注意到式 (19)中 X2 ∼ O(1/n)，说明 V 的连接比较弱，做近似

V t+1
µ =

∑
i

X2
µiv

t
i→µ ≈

∑
i

X2
µiv

t
i (36)

式 (30)可以化简为

(Σi)
t+1 =

[
−
∑
µ

X2
µi∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)]−1

(37)

输出函数 (24)化简为

fout

(
ωt+1
µ→i, yµ, V

t+1
µ→i

)
≈ fout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
−Xµiŵ

t
i→µ∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
≈ fout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
−Xµiŵ

t
i∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

) (38)

因此式 (31)可以化简为

Rt+1
i = (Σi)

t+1 ×

[∑
µ

Xµifout
(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
−X2

µiŵ
t
i∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)]
= ŵt

i + (Σi)
t+1
∑
µ

Xµifout
(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

) (39)

式 (34)可以化简为
ŵt
i→µ = fw

(
Rt

i→µ,Σi→µ

)
≈ fw

(
Rt

i→µ,Σi

)
≈ fw

(
Rt

i,Σi

)
−Bt

µ→i∂Rfw
(
Rt

i,Σi

)
≈ ŵt

i − fout
(
ωt
µ, yµ, V

t
µ

)
Xµiv

t
i

(40)

因此式 (18)化简为

ωt+1
µ =

∑
i

Xµiŵ
t
i −
∑
i

fout
(
ωt
µ, yµ, V

t
µ

)
X2

µiv
t
i =

∑
i

Xµiŵi − V t
µfout

(
ωt
µ, yµ, V

t
µ

)
(41)
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GAMP推导完毕，我们将X吸收的 scaling 1/
√
n重新标注出来，并将各式总结如下

初始化 ŵ0
i , v

0
i , f

0
out

V t+1
µ =

1

n

∑
i

X2
µiv

t
i

ωt+1
µ =

1√
n

∑
i

Xµiŵ
t
i − V t

µf
t
out

f t+1
out = fout(y, ω

t+1, V t+1)

Σt+1
i =

[
− 1

n

∑
µ

X2
µi∂ωfout

(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)]−1

Rt+1
i = ŵt

i +
1√
n
(Σi)

t+1
∑
µ

Xµifout
(
ωt+1
µ , yµ, V

t+1
µ

)
ŵt+1
i =

Σt+1
i

1 +Rt+1
i

vt+1
i =

1

1 +Rt+1
i

其中，

Zout ⋆(y, ω, V ) = Ny (1,∆
⋆)

1

2

(
1 + erf

(
ω√
2V

))
+Ny (−1,∆⋆)

1

2

(
1− erf

(
ω√
2V

))

∂ωfout(ω, y, V ) =

∫
dzPout (y|z)(z − ω)2e−

(z−ω)2

2V

V 2
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

− 1

V
− f2

out(ω, y, V )
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3 State evolution equation

在本小节中，我们展示了如何从 GAMP方程推导 state evolution方程，主要参考了[1]

首先,我们明确我们的 channel输出概率分布为

Pout(y|z) = δ[y − sign(z)] (42)

并且我们回顾 GAMP算法中的这两个让人又爱又恨的函数：

fw(Σ, R) ≡
∫
dw wPw(w)e

− (w−R)2

2Σ∫
dw Pw(w)e

− (w−R)2

2Σ

(43)

fout(ω, y, V ) ≡
∫
dzPout (y|z)(z − ω)e−

(z−ω)2

2V

V
∫
dzPout (y|z)e−

(z−ω)2

2V

(44)

3.1 模型出发点：

其次，我们关注 GAMP算法中引入的和模型有关的量

ωµ→i =
1√
n

∑
j ̸=i

Xµiŵi (45)

zµ→i =
1√
n

∑
j ̸=i

Xµiw
∗
i→j (46)

Vµ =
1

n

∑
i

X2
µivi (47)

(48)

在 N趋于无穷时，得到：

Vµ =
1

n

∑
i

vi (49)

因此我们定义以下序参量：

q = E[ω2] = E[ŵ2] (50)

m = E[zω] = E[w∗ŵ] (51)

(52)

3.2 算法出发点：

接下来，我们关注 GAMP算法中引入的和算法相关的量

Σi =
1∑

µAµ→i
(53)

Ri =

∑
µBµ→i∑
µAµ→i

(54)
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我们考虑计算：
Ri

Σi
=
∑
µ

Bµ→i

=
∑
µ

Xµifout(ωµ→i, yµ, Vµ→i)

=
∑
µ

Xµifout(ωµ→i, sign[
∑
j ̸=i

Xµjw
∗
j +Xµiw

∗
i ], V )

=
∑
µ

Xµifout(ωµ→i, sign[
∑
j ̸=i

Xµjw
∗
j ], V ) +

∑
µ

Xµifout(ωµ→i, sign[Xµiw
∗
i ], V )

(55)

在这里我们继续定义了新的参数1.：

q̂ = αEω,z[f
2
out(ω, sign[z], V )] (56)

m̂ = αEω,z[∂zfout(ω, sign[z], V ] (57)

故，上式可以写成：
Ri

Σi
= N (0, 1)

√
q̂ + w∗

i m̂ (58)

3.3 态演化方程显式表达：

根据序参量的定义，我们仔细写出平均,从而闭合方程：

q = Ew∗ER,Σ[f
2
w(Σ, R)] (59)

m = Ew∗ER,Σ[w
∗fw(Σ, R)] (60)

最后在贝叶斯最优的框架下，再有 Nishimori条件 q = m，我们得到显示态演化方程显式表达：

qt+1 =

∫
dxPX(x)

∫
dξ

e−
ξ2

2

√
2π

f2
w∗(

1

q̂t
, x+

ξ√
q̂t
) (61)

q̂t = −
∫

dp

∫
dz

e−
p2

2mt e
− (z−p)2

2(1−mt)

2π
√
mt(1−mt)

∂pfout(p, sign[z], 1−mt) (62)

最后通过一系列繁琐的高斯积分计算,利用下面四个公式纵横捭阖∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

∫ ∞

−∞
xe−x2

dx = 0

∫ ∞

−∞
x2e−x2

dx =

√
π

2

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2dt

1我们这里定义的 m̂q̂与[1]不太一样，

是为了可以和其他论文推导如[2]得到态演化方程一致
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最终得到：

q =
q̂

1 + q̂

q̂ =
2

π

α

1− q

∫
Dξ

exp
{
− qξ2

1−q

}
1 + erf

( √
qξ√

2(1−q)

) (63)
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4 Replica symmetry analysis

在贝叶斯最优框架（式 2）下，我们可以写出配分函数

Z(y,X) = P (y,X) =

∫
dw P (w,y,X) =

∫
dw P (y|w,X)P (w) (64)

为了方便，引入变量 z = wX/
√
n，因此有

P (y|z) =
∫

dz P (y|w,X) δ

(
z− 1√

n
wX

)
(65)

式 (64)改写为

Z(y,X) =

∫
dz P (y|z)

∫
dw P (w) δ

(
z− 1√

n
wX

)
(66)

为了求解自由能的淬火平均

Φ =
1

n
Ey,X logZ(y,X) (67)

使用复本方法将对 logZ(y,X)的平均转为对 Z(y,X)r 的平均

Φ =
1

n
lim
r→0

∂ logEy,X [Z(y,X)r]

∂r
(68)

其中 r是复本指标。下面求解 Ey,X [Z(y,X)r]

Ey,X [Z(y,X)r]

= Ew⋆,X

[
r∏

a=1

∫
Rn

dzaPouta (y | za)
∫
Rd

dwaPwa (wa) δ

(
za − 1√

n
Xwa

)]

= EX

∫
Rn

dy

∫
Rn

dz⋆Pout⋆ (y | z⋆)
∫
Rd

dw⋆Pw⋆ (w⋆) δ

(
z⋆ − 1√

n
Xw⋆

)
×

[
r∏

a=1

∫
Rn

dzaPouta (y | za)
∫
Rd

dwaPwa (wa) δ

(
za − 1√

n
Xwa

)]

= EX

∫
Rn

dy
r∏

a=0

∫
Rn

dzaPouta (y | za)
∫
Rd

dwaPwa (wa) δ

(
za − 1√

n
Xwa

)
(69)

假设所有的数据 X都是独立同分布的，根据中心极限定理，有

zaµ =
1√
n

n∑
i=1

x
(µ)
i wa

i ∼ N
(
EX

[
zaµ
]
,EX

[
zaµz

b
µ

])
(70)

其中

EX

[
zaµ
]
=

1√
n

n∑
i=1

EX

[
x
(µ)
i

]
wa
i = 0

EX

[
zaµz

b
µ

]
=

1

n

∑
ij

EX

[
x
(µ)
i x

(µ)
j

]
wa
i w

b
j =

1

n

∑
ij

δijw
a
i w

b
j =

1

n
wa ·wb≡ Q

(71)
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定义对称重叠矩阵（symmetric overlap matrix）

Q ({wa}) ≡
(
1

n
wa ·wb

)
a,b=0..r

(72)

以及 z̃µ ≡
(
zaµ
)
a=0···r，w̃i ≡ (wa

i )a=0···r，因此有

z̃µ ∼ Pz̃(z̃;Q) = Nz̃ (0r+1, Q) Pw̃(w̃) =

r∏
a=0

Pw (w̃a) (73)

式 (69)可以继续化简为

Ey,X [Z(y,X)r] = EX

∫
dy

r∏
a=0

∫
dzaPouta (y | za)

∫
dwaPwa (wa) δ

(
za − 1√

d
Xwa

)

=

[∫
dy

∫
dz̃Pout(y | z̃)Pz̃(z̃;Q(w̃))

]d [∫
dw̃Pw̃(w̃)

]n (74)

利用 δ(x)的傅里叶变换

1 =

∫
dQ
∏
a≤b

δ

(
nQab −

n∑
i=1

wa
i w

b
i

)

∝
∫

dQ

∫
dQ̂
∏
a≤b

exp

{
−Q̂ab

(
nQab −

n∑
i=1

wa
i w

b
i

)}

∝
∫

dQ

∫
dQ̂ exp

−∑
a≤b

Q̂ab

(
nQab −

n∑
i=1

wa
i w

b
i

)
∝
∫

dQ

∫
dQ̂ exp(−nTr[QQ̂]) exp

(
1

2

n∑
i=1

w̃⊤
i Q̂w̃i

)
(75)

可以将式 (74)转为对 Q和 Q̂的积分，并使用 Laplace近似有

Ey,X [Z(y,X)r] ∝
∫

dQ

∫
dQ̂ exp(−nTr[QQ̂]) exp

(
1

2

n∑
i=1

w̃⊤
i Q̂w̃i

)
[∫

dy

∫
dz̃ Pout (y | z̃)Pz̃(z̃;Q(w̃))

]d [∫
dw̃Pw̃(w̃)

]n
∝
∫∫

dQ dQ̂ enΦ
(r)(Q,Q̂)

(76)

其中，

Φ(r)(Q, Q̂) = −Tr[QQ̂] + logΨ(r)
w (Q̂) + α logΨ

(r)
out (Q) (77)

Ψ(r)
w (Q̂) =

∫
dw̃ Pw̃(w̃)e

1
2
w̃Q̂w̃ (78)

Ψ
(r)
out (Q) =

∫
dy

∫
dz̃ Pz̃(z̃;Q)Pout (y | z̃) (79)

以及，
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Pz̃(z̃;Q) =
e−

1
2
z̃TQ−1z̃

det(2πQ)1/2
(80)

取 r → 0和 n→∞得到鞍点方程

Φ(α) = extrQ,Q̂

{
lim
r→0

∂Φ(r)(Q, Q̂)

∂r

}
(81)

使用复本对称假设，有

Qrs =


Q0 m . . . m

m Q . . . . . .

. . . . . . . . . q

m . . . q Q

 and Q̂rs =


Q̂0 m̂ . . . m̂

m̂ −1
2Q̂ . . . . . .

. . . . . . . . . q̂

m̂ . . . q̂ −1
2Q̂

 (82)

其中

m =
1

n
wa ·w⋆

q =
1

n
wa ·wb

Q =
1

n
||wa||22

Q0 = ρw⋆ =
1

n
||w⋆||22

其中复本的第零项为老师模型，这是由于式 (69)中求解 Ey,X [Z(y,X)r]时对 y的平均实际上

是对老师的权重 w⋆的平均。分别计算式（77）中的三项：

第一项

Tr(QQ̂)
∣∣∣
rs
= Q0Q̂0 + rmm̂− 1

2
rQQ̂+

r(r − 1)

2
qq̂ (83)

因此

extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
−Tr[QQ̂]

)}
= extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
−Q0Q̂0 − rmm̂+

1

2
rQQ̂− r(r − 1)

2
qq̂

)}
= extr

{
lim
r→0

(
−mm̂+

1

2
QQ̂−

(
r − 1

2

)
qq̂

)}
= extr

{
−mm̂+

1

2
QQ̂+

1

2
qq̂

}
(84)

第二项 Ψ
(r)
w (Q̂)

∣∣∣
rs
=
∫
dw̃Pw̃(w̃) exp

{
1
2w̃Q̂rsw̃

}
，其中

w̃Q̂rsw̃ = w⋆Q̂0w⋆ + 2
r∑

a=1

w⋆m̂wa −
(
Q̂+ q̂

) r∑
a=1

(wa)2 + q̂

(
r∑

a=1

wa

)2

因此
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Ψ(r)
w (Q̂)

∣∣∣
rs
=

∫
dw̃Pw̃(w̃)e

1
2
w̃Q̂rsw̃

= Ew⋆e
1
2
Q̂0(w⋆)2

∫
dw̃Pw̃(w̃)ew

⋆m̂
∑r

a=1 w
a− 1

2
(Q̂+q̂)

∑r
a=1(w̃

a)2+ 1
2
q̂(

∑r
a=1 w

a)
2

= Eξ,w⋆e
1
2
Q̂0(w⋆)2

[
Ew exp

([
m̂w⋆w − 1

2
(Q̂+ q̂)w2 + q̂1/2ξw

])]r
.

(85)

因此

extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ(r)

w (Q̂)
)}

= extr

{
lim
r→0

∂

∂r
Eξ,w⋆r log

[
Ew exp

(
m̂w⋆w − 1

2
(Q̂+ q̂)w2 + q̂1/2ξw

)]}
= extr

{
Eξ,w⋆ log

[
Ew exp

(
m̂w⋆w − 1

2
(Q̂+ q̂)w2 + q̂1/2ξw

)]} (86)

为了解耦老师和学生的项，做变量替换

ξ ← ξ + q̂−
1
2 m̂w⋆

可得

extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ(r)

w (Q̂)
)}

= extr

{
Eξ,w⋆ exp

(
−1

2
q̂−1m̂2(w⋆)2 + ξq̂−

1
2 m̂w⋆

)
log

[
Ew exp

(
−1

2
(Q̂+ q̂)w2 + q̂1/2ξw

)]}
(87)

注意到 Pw ∼ N (0, 1)，定义

Zw(γ,Λ) ≡ Ew∼Pw

[
e−

1
2
Λw2+γw

]
(88)

类似地，可以定义 Zw⋆，因此

extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ(r)

w (Q̂)
)}

= Eξ

[
Zw⋆

(
m̂q̂−1/2ξ, m̂q̂−1m̂

)
logZw

(
q̂1/2ξ, Q̂+ q̂

)]
(89)

第三项，注意到

Q−1
rs =


Q−1

00 Q−1
01 Q−1

01 Q−1
01

Q−1
01 Q−1

11 Q−1
12 Q−1

12

Q−1
01 Q−1

12 Q−1
11 Q−1

12

Q−1
01 Q−1

12 Q−1
12 Q−1

11
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并且

Q−1
00 =

(
Q0 − rm(Q+ (r − 1)q)−1m

)−1

Q−1
01 = −

(
Q0 − rm(Q+ (r − 1)q)−1m

)−1
m(q + (r − 1)q)−1

Q−1
11 = (Q− q)−1 − (Q+ (r − 1)q)−1q(Q− q)−1

+ (Q+ (r − 1)q)−1m
(
Q0 − rm(Q+ (r − 1)q)−1m

)−1
m(Q+ (r − 1)q)−1

Q−1
12 = −(Q+ (r − 1)q)−1q(Q− q)−1

+ (Q+ (r − 1)q)−1m
(
Q− rm(Q+ (r − 1)q)−1m

)−1
m(Q+ (r − 1)q)−1

可以求得

detQrs = (Q− q)r−1(Q+ (r − 1)q)
(
Q0 − rm(Q+ (r − 1)q)−1m

)
因此

Ψ
(r)
out (Q)

∣∣∣
rs
=

∫
dy

∫
dz̃e−

1
2
z̃⊤Q−1

rs z̃− 1
2
log(det(2πQrs))Pout(y | z̃)

= Ey,ξe
− 1

2
log(det(2πQrs))

×
∫

dz⋆Pout ⋆ (y | z⋆) e−
1
2
Q−1

00 (z⋆)2
[∫

dzPout (y | z)e−Q−1
01 z⋆z− 1

2(Q
−1
11 −Q−1

12 )z2−Q
−1/2
12 ξz

]r
(90)

采取与第二项类似的方式，定义 Zout，可得

extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ

(r)
out(Q̂)

)}
= Ey,ξ

[
Zout ⋆

(
y,mq−1/2ξ, ρw⋆ −mq−1m

)
logZout

(
y, q1/2ξ,Q− q

)]
(91)

综上，

Φ(α) = extrQ,Q̂

{
lim
r→0

∂Φ(r)(Q, Q̂)

∂r

}

= extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
−Tr[QQ̂]

)}
+ extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ(r)

w (Q̂)
)}

+ α extr

{
lim
r→0

∂

∂r

(
logΨ

(r)
out(Q̂)

)}
(92)

考虑 r → 0以及 Q̂0 = 0，最终得到自由能的复本对称解

Φrs(α) = extrQ,Q̂,q,q̂,m,m̂

{
−mm̂+

1

2
QQ̂+

1

2
qq̂ +Ψw(Q̂, m̂, q̂) + αΨout (Q,m, q; ρw⋆)

}
(93)

其中，

Ψw(Q̂, m̂, q̂) ≡ Eξ

[
Zw⋆

(
m̂q̂−1/2ξ, m̂q̂−1m̂

)
logZw

(
q̂1/2ξ, Q̂+ q̂

)]
Ψout (Q,m, q; ρw⋆) ≡ Ey,ξ

[
Zout⋆

(
y,mq−1/2ξ, ρw⋆ −mq−1m

)
logZout

(
y, q1/2ξ,Q− q

)]
ρw⋆ = lim

n→∞
Ew⋆

1

n
∥w⋆∥22

(94)

在贝叶斯最优中，有

Zout = Zout ⋆ Zw = Zw⋆ (95)

并且根据 Nishimori conditions有

Q = ρw⋆ , m = q = q, Q̂ = 0, m̂ = q̂ = q̂ (96)

式 (93)简化为
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Φ(α) = extrq,q̂

{
−1

2
qq̂ +Ψb

w (q̂) + αΨb
out (q; ρw⋆)

}
(97)

其中，
Ψw(q̂) = Eξ

[
Zw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)
logZw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)]
,

Ψout (q; ρw⋆) = Ey,ξ

[
Zout ⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)
logZout ⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)] (98)

通过

Q̂ = −2α∂QΨout , Q = −2∂Q̂Ψw

q̂ = −2α∂qΨout , q = −2∂q̂Ψw

m̂ = α∂mΨout , m = ∂m̂Ψw

(99)

可以分别求得各个序参量，但是根据 Nishimori conditions，我们只需要求出

q̂ = αEy,ξ

[
Zout⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)
fout⋆

(
y, q1/2ξ, ρw⋆ − q

)2]
q = Eξ

[
Zw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)
fw⋆

(
q̂1/2ξ, q̂

)2] (100)

为了给出 Zout的解析形式，我们用一个高斯分布取极限的形式来代替式 (3)

P (y | z) = 1√
2π∆

exp

(
y − sign(z)

2∆

)
,∆→∞ (101)

因此

Zout (y, ω, V ) =

∫
dz

1√
2π∆

exp

(
y − sign(z)

2∆

)
1√
2πV

exp

(
−(z − ω)2

2V

)
=

∫ ∞

0
dz

1√
2π∆

exp

(
y − 1

2∆

)
1√
2πV

exp

(
−(z − ω)2

2V

)
+

∫ 0

−∞
dz

1√
2π∆

exp

(
y + 1

2∆

)
1√
2πV

exp

(
−(z − ω)2

2V

)
=Ny (1,∆

∗)

(
1 + erf

(
ω√
2V

))
+Ny (−1,∆∗)

1

2

(
1− erf

(
ω√
2V

))
fout ⋆(y, ω, V ) =

Ny (1,∆
⋆)−Ny (−1,∆⋆)

Zout ⋆(y, ω, V )
Nω(0, V )

(102)

同样的，在 Pw⋆ ∼ N (0, 1)时有

Zw⋆(γ,Λ) =
e

γ2

2(Λ+1)

√
Λ + 1

, fw⋆(γ,Λ) =
γ

1 + Λ
, ∂γfw⋆(γ,Λ) =

1

1 + Λ
(103)

因此

q =
q̂

1 + q̂
(104)

q̂ = αEy,ξ

[
Zout ⋆

(
y, q1/2ξ, 1− q

)
fout ⋆

(
y, q1/2ξ, 1− q

)2]

=
2

π

α

1− q

∫
Dξ

e
−

q
bξ2

1−q(
1 + erf

( √
qξ√

2(1−q)

)) (105)
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在 α→∞时，有 q → 1，在此极限下有

∫
Dξ

e
− qbξ2

1−qb(
1 + erf

( √
qbξ√

2(1−qb)

)) =

∫
dξ

−e

ξ2(qb+1)
2(1−qb)√
2π(

1 + erf

( √
qbξ√

2(1−qb)

)) ≃ ∫ dξ

−e
ξ2

1−qb√
2π(

1 + erf

(
ξ√

2(1−qb)

))
=

√
1− qb√
2π

∫
dη

e−η2

1 + erf
(

η√
2

) =
c0√
2π

√
1− qb

(106)

其中，

c0 ≡
∫

dη
e−η2

1 + erf
(

η√
2

) ≃ 2.83748 (107)

代入式 (105)有

q̂b = k
α√

1− qb
(108)

其中 k ≡ 2c0
π
√
2π
≃ 0.720647。解得

qb =
1

2

(
αk
√
α2k2 + 4− α2k2

)
≃

α→∞
1− 1

α2k2
, q̂b = k2α2 (109)

代入泛化误差的表达式 (10)得到泛化误差在大 α时的渐进行为

ebayes
g (α) =

1

π
acos (

√
qb) ≃

α→∞

1

kπ

1

α
≃ 0.4417

α
(110)
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5 Programming and simulation

5.1 GAMP

设置超参数

alpha = np.arange(0.01, 5.5, 0.5) # alpha==M/N
rho = 1 # rho 是稀疏度，权重不为0所占比例
N = 1000 # M是数据量， N是模型维度
num_times = 10 # 迭代次数
record = {"error": []}

GAMP迭代过程

from Gaussian_integral import Gamp

for alf in alpha:
print("当 alpha为",alf,"时")
M = int(N * alf + 1e-3)
record["error"].append([])

for _ in range(3): # 独立重复实验3次
# 老师模型
#########################
# 生成数据， scale是标准差
F = np.random.normal(loc=0, scale=np.sqrt(1), size=(M, N))
# 老师权重 ground_truth
x_tm = np.random.randn(N, 1)
y_tm = np.sign(np.sqrt(1/N) * np.dot(F,x_tm))

# GAMP迭代
#########################
a, v, flag = Gamp(rho, M, N, num_times ,y_tm, F)
if flag:

# 生成新数据
F_new = np.random.normal(loc=0, scale=np.sqrt(1), size=(M, N))
# 老师生成的标签
y_tm_new = np.sign(np.sqrt(1/N) * np.dot(F_new, x_tm))
# 学生得到的后验概率
y_sm_new = np.sign(np.sqrt(1/N) * np.dot(F_new, a))
error_gen = np.heaviside((-y_tm_new * y_sm_new), 1).mean()
# 泛化误差
logging.info(f"alf: {alf}, error: {error_gen:.5\%}")
record["error"][-1].append(error_gen)

else:
logging.info("AMP fails")
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绘图

# 计算标准差和均值
ampErrorStd = np.std(ampError, axis=1)
ampErrorMean = np.mean(ampError , axis=1)
import matplotlib.pyplot as plt
# 绘制误差线图
plt.errorbar(alpha, ampErrorMean , ampErrorStd , fmt='ro',markerfacecolor='none',

capsize=4, label='Gamp')
plt.xlabel("$\\alpha$")
plt.ylabel("Test err")
plt.legend()
plt.show()

其中用到的 GAMP函数为

def Gamp(rho, M, N, num_times , y_tm,F):
from tqdm import tqdm

# 初始化
a = rho * np.ones((N,1)) * Gaussian_integral_mean(0, 1)
v = rho * np.ones((N,1)) * Gaussian_integral_var(0, 1) - a**2
gout = np.zeros_like(y_tm)
pw_gout = np.zeros_like(y_tm)
# 开始迭代

### 防止发散
import sys
epsilon = sys.float_info.epsilon

flag =False
for t in tqdm(range(num_times)):

### 引入中间变量
V_ = 1/N * np.dot(F*F, v)
w_ = np.sqrt(1/N) * np.dot(F, a) - V_*gout
### 更新 gout
for j in range(M):

gout[j] = Indicator_integral_mean(w_[j], np.sqrt(V_[j]), y_tm[j]) \
/(Indicator_integral_PDF(w_[j], np.sqrt(V_[j]), y_tm[j]) \
+ epsilon) - w_[j]

### 计算 partial
pw_gout[j] = (Indicator_integral_var(w_[j], np.sqrt(V_[j]), y_tm[j]) \

-2*w_[j]*Indicator_integral_mean(w_[j], np.sqrt(V_[j]),
y_tm[j]))\
/(Indicator_integral_PDF(w_[j], np.sqrt(V_[j]), y_tm[j])
+ epsilon)\
+ w_[j] * w_[j] - gout[j] * gout[j] -V_[j]

gout = 1/V_ * gout
pw_gout = 1/V_**2 * pw_gout
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### 引入中间变量
Xi = -1/(1/N * np.dot((F*F).T, pw_gout))
R = a + Xi * np.sqrt(1/N) *np.dot(F.T, gout)

a_new = np.zeros_like(a)
v_new = np.zeros_like(v)
### 更新a，v
for i in range(N):

a_new[i] = prior_integral_mean(R[i],np.sqrt(Xi)[i],0,1)\
/(prior_integral_PDF(R[i],np.sqrt(Xi)[i],0,1)+ epsilon)

v_new[i] = prior_integral_var(R[i],np.sqrt(Xi)[i],0,1)\
/(prior_integral_PDF(R[i],np.sqrt(Xi)[i],0,1)+ epsilon)\
- a_new[i]*a_new[i]

flag = True
if np.max(np.abs(np.stack([a_new-a, v_new-v], axis=0))) < 3e-3:

flag = True
break

a = a_new
v = v_new

return a, v, flag

里面使用了一些自定义的高斯积分

# 高斯测度积分
#########################
import scipy.integrate as spi

# 高斯分布的积分
def Gaussian_integral_PDF(mu,sigma):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1/(np.sqrt(2*np.pi)*sigma) *\
np.exp(-(x-mu)**2/(2*sigma**2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯均值的积分
def Gaussian_integral_mean(mu, sigma):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):
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return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma)* x * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯方差的积分
def Gaussian_integral_var(mu, sigma):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma) * x**2 * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

#########################
# 高斯测度的概率积分
#########################

# P_out测度积分
#########################
# P_out是 indicator function的情况

# 高斯分布的积分
def Indicator_integral_PDF(mu,sigma, ref):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1/(np.sqrt(2*np.pi)*sigma) * \
np.where(np.sign(x)==ref,1,0) * \
np.exp(-(x-mu)**2/(2*sigma**2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯均值的积分
def Indicator_integral_mean(mu, sigma, ref):

### sigma是标准差
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# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma)* x *\
np.where(np.sign(x)==ref,1,0) * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯方差的积分
def Indicator_integral_var(mu, sigma, ref):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma) * x**2 *\
np.where(np.sign(x)==ref,1,0) * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# P_0测度积分
#########################
# P_0是随机高斯的情况N(MU，SIG^2)

# 高斯分布的积分
def prior_integral_PDF(mu,sigma, MU, SIG):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1/(np.sqrt(2*np.pi)*sigma) * \
1/(np.sqrt(2*np.pi)*SIG) * np.exp(-(x-MU)**2/(2*SIG**2)) * \
np.exp(-(x-mu)**2/(2*sigma**2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯均值的积分
def prior_integral_mean(mu, sigma, MU, SIG):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
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def integrand(x):
return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma)* x *\

1/(np.sqrt(2*np.pi)*SIG) * np.exp(-(x-MU)**2/(2*SIG**2)) * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

# 高斯方差的积分
def prior_integral_var(mu, sigma, MU, SIG):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma) * x**2 *\
1/(np.sqrt(2*np.pi)*SIG) * np.exp(-(x-MU)**2/(2*SIG**2)) * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result

5.2 SE

设置超参数

import numpy as np

N = 1000 # M是数据量， N是模型维度
num_times = 20 # 迭代次数
alpha = np.arange(0.01, 10.1, 0.1)

迭代求解 SE

from Gaussian_integral import erf2_integral_PDF
from Gaussian_integral import perception_integral_PDF

# 初始化
q = np.zeros_like(alpha)
qhat = np.zeros_like(alpha)

# 开始迭代
flag =False
from tqdm import tqdm
for t in tqdm(range(num_times)):

q_new = np.zeros_like(alpha)
qhat_new = np.zeros_like(alpha)
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for i in range(len(alpha)):
q_new[i] = qhat[i]/(1+qhat[i])
qhat_new[i] = 2*alpha[i]/(np.pi*(1-q_new[i])) * perception_integral_PDF(

q_new[i])
# print('q',q_new)
# print('qhat', qhat_new)

# flag = True
if np.max(np.abs(np.stack([q_new - q, qhat_new - qhat], axis=0))) < 1e-3:

flag = True
break

q = q_new
qhat = qhat_new

error_gen = 1/np.pi*(np.arccos(np.sqrt(q)))

绘图

import matplotlib.pyplot as plt

# 绘制误差线图
plt.plot(alpha, error_gen ,'b',label='SE')
plt.plot(alpha, 0.4417/alpha,'c',label='asymptotic solution' )
plt.xlabel("$\\alpha$")
plt.ylabel("Test err")
plt.legend()
plt.show()

其中用到两个自定义的测度积分

from scipy.special import erf
# erf是随机高斯的情况N(MU，SIG^2)

# 高斯分布的积分
def erf2_integral_PDF(mu,sigma,mu_erf, sigma_erf):

### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma) * \
1 / ((2 * np.pi) * sigma_erf**2) * \
1 / (1+erf(x/(np.sqrt(2)*sigma_erf))+1e-9)* \
np.exp(-(x-mu_erf) ** 2 / (sigma_erf ** 2)) * \
np.exp(-(x - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result
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def perception_integral_PDF(q):
### sigma是标准差

# 定义被积函数
def integrand(x):

return 1 / np.sqrt(2 * np.pi) * \
1 / (1+erf(x*np.sqrt(q)/np.sqrt(2*(1-q)))+1e-9)* \
np.exp(- x** 2 *(q+1)/(2*(1-q)))

# 调用 quad() 函数计算积分
result, error = spi.quad(integrand , -np.inf, np.inf)
return result
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